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在 微分 方程 定性 理论 中 ， 关于 极限 环 的 研究 是 一 个 既 有 趣 闪 
又 困难 的 部 分 . 目 从 了 H. Poincaré 在 他 的 论文 < 微分 方程 所 定义 
的 积分 曲线 > (1881 一 1886) [1 中 发 现 极 限 环 以 后 ， 它 立刻 就 受到 
这 位 著名 数学 家 的 特别 重视 . 为 了 决定 一 个 已 给 的 方程 是 否 存在 
极限 环 , 以 及 研究 极限 环 的 性 质 ,他 首先 提出 了 地 形 系 法 ,后 名 画 
数 法 ， 小 参数 法 (最 先 见于 «天 体力 学 中 的 新 方法 > 一 书 ) 和 环 域 定 
理 等 重要 的 理论 ， 并 且 人 为 地 造 出 许多 例子 来 检验 这 些 方法 的 效 
果 . 与 此 同时 他 也 已 经 注意 到 研究 极限 环 本 解决 微分 方程 积分 曲 
线 族 的 全 局 结构 问题 之 间 的 密切 关系 了 .1901 年 瑞典 数学 家 
Bendixson 亦 以 与 前 同样 的 题目 发 表 了 一 篇 重要 的 论文 多， 在 这 
篇 文章 里 他 把 环 域 定理 的 证 明 严格 化 ， 并 且 加 以 推广 ， 成 为 大 家 
所 熟知 的 、 关于 平面 有 界 区 域 中 动力 系统 的 轨 线 的 极 恨 集 的 
Poincaré- .Bendixson 理论 . 此 外 ， 他 又 首先 应 用 Green 7 公式 ; 在 平 
面向 量 场 的 闲 轨 线 与 发 散 量 之 间 建 立 了 联系 ， 得 到 一 一 个 确定 闭 轨 
线 不 存在 的 定理 ， 这 种 联系 后 来 被 人 们 不 断 地 发 展 和 加 深 ， 得 到 
发 散 量 沿 闭 轨 线 积分 一 周 的 数值 与 其 稳定 性 之 闻 的 关系 , 发 数量 
在 鞍点 的 值 写 过 鞍点 的 奇 闭 轨 线 的 内 侧 稳 定性 之 间 的 关系 等 等 ， 

与 Bendixson 论文 发 表 的 同一 年 , 著名 数学 家 D. Hilbert 在 
国际 数学 会 上 提出 了 一 系列 的 数学 难题 [8]， 其 中 第 十 六 个 问题 的 
后 面 一 半 是 ; 方程 四 
型 - 癌 六 g0 | | (D 


(Ps, 与 Qu 是 次 数 不 高 于 % 的 实 系数 多 项 式 , 2 4 是 实 变量 ) 最 多 


2 极 限 环 论 


有 几 个 极限 环 ? 它们 的 相对 位 置 如 何 ? 说 也 奇怪 ， 数 学 家 们 对 
Hilbert 的 其 他 问题 兴趣 都 很 大 ， 销 研 的 人 很 多 , 但 是 对 这 个 问题 
问津 的 人 却 不 多 >， 据 我 们 所 知 , 在 二 十 世纪 的 前 三 十 年 中 , 研究 
此 问题 较 有 成 绩 的 只 有 法 国 数学 家 互 . Dulac. 他 在 1923 年 发 表 了 
一 篇 长 达 140 页 的 论文 [和 幻 ， 证 明 方程 (DD 的 极限 环 的 个 数 是 有 腿 
"的. 此 外 ， 他 还 研究 了 当 m%= 2 时 方程 (了 DD 存在 中 心 点 的 充 要 条 件 
([ 团 ), 看 来 他 已 感到 这 两 个 问题 之 间 是 有 密切 联系 的 了 。 Dulao 
在 极限 环 理论 方面 还 有 一 些 其 他 的 基本 结果 , 读者 在 $1 就 可 看 
到 . 稍 后 , 德国 数学 家 M. Frommer 于 1984 年 亦 以 方程 (了 ) 的 中 
心 点 的 充 要 条 件 (2 一 2) 为 题 发表 了 一 篇 论文 [6], 并 画 出 有 电 心 点 
时 方程 的 执 线 全 图 ; 同时 他 还 指出 , 方程- 
cz+ (+ 8) ot amy- gj’ : (2) 
dr y+2wy 

当 s>0 足够 小 时 存在 极限 环 ， 实 际 上 ， 以 后 读者 可 以 看 到 , 对 于 
非 线性 方程 而 言 , 极限 环 不 但 是 它 所 特有 的 , 并且 也 是 极为 常见 的 
一 种 轨 线 . 

数学 理论 的 发 展 方向 常 是 以 生产 实际 中 的 问题 为 引导 的 ， 对 
于 微分 方程 这 个 学 科 来 说 , 情况 尤其 是 如 此 ， 实际 问题 络 予 研究 
极限 环 理论 的 推动 力 远 远 胜 过 大 数学 家 的 号 召 . 事情 是 这 样 ， 自 
从 二 十 世纪 以 来 , 应 用 无 线 电子 学 有 了 迅速 的 发 展 ; 物理 学 家 发 明 
了 可以 产生 稳定 的 自 激 等 幅 振 葛 的 三 极 电子 管 ， 从 而 使 声音 与 图 
象 的 无 线 电 传播 有 了 可 能 ， 但 是 要 描写 这 种 所 器 现象 却 不 是 线性 
微分 方程 所 能 办 到 的 . 1926 年 van der Pol[7] 首先 得 到 了 以 他 的 
各 守 命名 的 ,描写 三 极 电子 管 中 等 由 振东 的 方 各 

z | -£+u (oa 一 一 人 十 ZX 一 =0 (uw#0). | (3) 
在 化 为 相 平面 上 的 等 价 方程 组 以 后 ， 他 用 图 解法 证 明了 孤立 闭 轨 
线 的 存在 性 ， 并 且 又 用 当时 在 理论 上 还 没有 严格 数学 基础 的 平均 


”1) 五 十 年 代 以 后 情况 有 所 改变 , 近年 来 有 兴趣 的 人 更 多 了 。 
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法 (van der Pol 方法 ) 得 到 当 |j| 很 小 时 闭 轨 线 的 近似 万 程 . 显 
然 , 他 基 不 熟悉 Poinoaré 与 Dulac 等 关于 极限 环 的 工作 的 . 
以 后 ， 苏 联 理 论 物理 学 家 A. A. AHEKpOHOB 发 表 了 一 篇 简短 的 4 论 
文 18], 阐明 van der Pol 方程 的 孤 交 财 轨 线 就 是 Poincar6 所 早已 
研究 过 的 极限 环 . 这 样 一 来 ,他 就 把 纯粹 数学 理论 和 和 无线电 技术 
密切 联系 起 来 了 .。 自 此 以 后 , 苏联 的 莫斯科 学 派 和 高 尔 基 城 学 派 
就 开始 对 无 线 电 技术 与 极限 环 理 论 开 展 了 大 量 的 研究 工作 .. 就 数 
学 理论 方面 来 说 , 他 们 主要 是 研究 和 极限 环 的 存在 性 ， 唯 一 性 ,稳定 
性 以 及 如 何 产生 , 如 何 消失 的 问题 。 他 们 大 部 分 较 重 要 而 基本 的 
工作 可 以 在 A. A. AHXIpOHOB, A. A. BaTT 和 C. 9. XaiixunHn 合 著 的 
《振动 理论 ?一 书 中 找到 . 尽管 非 线 性 振动 方程 除了 不 显 含 时 间 变 
数 的 定常 系统 (或 自治 系统 ) 以 外 , 还 有 含 时 间 变 数 的 非 定常 系统 ， 
但 是 AmpoEoB 等 的 著作 所 研究 的 方程 则 全 部 属于 定常 系统 . 因 
此 我 们 可 以 说 ， 这 是 一 本 专门 研究 极限 环 的 数学 理论 及 其 在 物理 
学 上 的 应 用 的 书 , 自然 , 它 的 重点 是 在 应 用 方面 . : 

至 于 其 他 国家 ， 在 van der Pol 以 后 对 于 极限 环 理论 的 研究 ， 
除了 法 国 工 程 师 A. Lié6nard,， 几何 学 罕 E. Cartan 与 H. Cartan 
的 少数 工作 出 现 得 较 早 以 外 9， 一般 都 在 1940 年 以 后 . 其 中 工 
作 较 有 成 绩 的 如 N. Levinson, G. F. D. Duff; S. P. Diliberto, 
G. Sansone, R. Canti, M. Urabe, 等 等 . 

就 我 国 来 说 ， 我 们 自 1957 年 开始 ( 见 [11, 12], [13], {14]， 
[15]，[E16]，[17]，[18]) 已 对 于 右 方 为 二 次 多 项 式 的 万 程 的 极限 
环 问 题 进行 了 深入 而 有 系统 的 研究 (在 这 以 前 的 数 年 里 ,国内 学 者 
对 于 极限 环 的 存在 性 , 稳定 性 , 唯一 性 等 方面 已 有 了 一 些 工 作 ) . 研 
究 的 主要 问题 大 致 有 三 个 : 

1. 方程 (1) 当 %=2 时 的 极限 环 的 相对 位 置 ， 

2. 方程 ( 蕊 当 % 一 2 3 时 的 二 次 代数 曲线 环 ， 

3. 研究 已 给 的 方程 (1) wm 一 2 的 极限 环 的 个 数 与 执 线 的 金 局 
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结构 . 

前 两 个 问题 原来 认为 已 经 彻底 解决 , 但 由 于 Tierpopcr 玉 与 
JaFme 的 猜想 已 被 证 明 是 错误 的 ~ 一， 从 而 第 一 个 问题 距离 彻 
底 解 决 还 相差 很 远 ， 后 一 问题 尚 在 继续 进行 中 ， 至 于 在 国外 ， 
除了 H. 耳 . Bayr 1952 年 的 著名 的 工作 [21] 以 外 ， 我 们 发 现 自 
从 1960 年 以 后 苏联 白俄罗斯 图 立 大 学 有 一 个 讨论 班 也 在 对 上 述 
第 三 个 问题 进行 研究 , 迄今 已 发 表 论文 数 十 篇 . | 

” 纵 观 国际 上 现 有 一 切 关 于 极限 环 的 研究 成 果 和 学 术 动 向 ， 我 
们 的 看 法 是 ， 虽 然 在 微分 方程 定性 理论 中 极限 环 问题 具有 头等 的 
重要 性 , 但 微分 方程 工作 者 对 它 的 重视 程度 还 是 不 够 的 。 这 表现 
在 : 馆 今 为 止 还 未 有 过 一 本 关于 极限 环 的 纯 数学 理论 的 专著 , 其 至 
以 此 为 主题 的 综合 性 报告 在 国外 文献 中 也 未 见 到 过 ， 在 国内 也 只 
有 作者 1962 年 写 过 一 篇 9 另 一 方面 ， 工 程 学 界 和 物理 学 界 对 
此 问题 虽然 仍 颇 感 兴趣 , 但 却 未 得 到 数学 家 的 大 力 支 持 ( 近 年 的 情 
况 有 所 改善 )， 已 有 的 结果 也 嫌 零 碎 而 少 系统 . 

。 本 书 的 目的 就 是 要 想 总 结 过 去 数 十 年 来 国内 外 有 关 极 限 环 理 
论 的 重要 成 果 , 把 它 介 绍 给 初学 的 人 ， 同时 亦 兼 质 这 一 理论 与 定性 
理论 其 他 方面 的 联系 . 

本 韦 除 在 正文 中 详细 讲述 软 重 要 而 基本 的 东西 以 外 ， 还 在 舞 
一 节 最 后 附带 简要 地 介绍 一 些 较 次 要 或 较 深入 的 结果 ;并且 配 各 
适量 的 习题 , 以 便 初 学 者 能 更 好 地 掌握 该 节 的 内 容 和 方法 . 


31. 基本 概念 , 具体 例子 , 判别 极限 环 


存在 与 不 存在 的 若干 准则 
已 给 微分 方程 组 
.=P yy) , YW =Ql, y), (4:1) 


其 中 wz, y, t 为 实 变量 , P, @ 为 2, 9 的 连续 单 值 实 函数 ， 且 能 保证 
解 的 唯一 性 . 

定义 1.1 车 方程 民 :) 的 解 z=9Q, y= 小 介 是 二 的 非常 数 
的 周期 函数 ， 则 称 此 解 在 (w, 四 相 平 面 上 的 轨迹 为 (1.1) 的 闭 轨 
线 ， 由 若干 奇 点 以 及 两 端 进入 奇 点 的 轨 线 所 构成 的 单亲 曲线 称 为 
方程 (1 "1) 的 奇 闭 轨 线 . 
定义 1.2 如果 在 方程 -的 闭 轨 线 工 的 任意 小 的 外 (内 ) 
邻 域 中 都 存在 非 闭 轨 线 , 则 称 工 为 外 侧 ( 内 侧 ) 极 限 环 . 

定义 1.8 如果 工 是 (1:D 的 闭 轨 线 , 且 存 在 本 的 一 个 外 
(内 ) 邻 域 ， 它 全 部 由 闭 轨 线 所 充满 ， 则 称 工 为 外 (内 ) 侧 周期 环 . 

注意 , 奇 闭 轨 线 也 可 能 满足 定义 1.2 或 定义 1.8 的 要 求 , 但 不 
称 为 极限 环 或 周期 环 ， 在 8 8 中 将 要 过 到 的 分 界线 环 就 是 一 种 奇 
闭 轨 线 , 它 的 内 侧 可 以 满足 定义 1.2 或 定义 1.3 的 要 求 . 

根据 Poincar6-Beudixson 理论 知道 成 立 下 面 几 条 定理 (定理 
1.1~1.6) ,证 明 从 略 . 

定理 1.1 车工 是 (1 的 闭 轨 线 ， 则 存在 的 尼 名 小 的 
域 D, 使 得 

1e U 中 不 合 奇 点 ; / : 

2% 过 了 荆 上 任何 一 点 卫 的 法 线段 ,其 位 于 UU 内 部 且 包 含 点 卫 
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的 那 一 部 分 是 截 线 ， 就 是 说 ， 一 切 与 它 相遇 的 轨 线 都 不 和 它 相 切 ， 
而 且 当 + 增加 时 都 从 同一 个 方向 穿 过 它 ; 

8% U 中 任 一 闭 轨 线 与 二 上 任 一 点 卫 的 截 线 7 必 相 交 且 只 相 
交 于 一 点 ，U 中 任 一 非 闭 轨 线 y 与 1 交 于 无 数 个 点 , 它们 都 在 
的 同一 侧 , 且 在 ! 上 的 排列 次 序 与 其 在 7 上 的 排列 次 序 是 一 样 的 . 

由 此 定理 可 以 看 出 ,， 当 闭 轨 线 忆 是 内 (外 ) 侧 极限 环 或 周期 环 
时 ,位 于 工 内 (外 ) 邻 域 中 的 非 闭 轨 线 只 可 能 是 一 端 无 限 盘 近 芽 的 
螺 线 ， 位 于 工 内 (外 ) 邻 域 中 的 闭 轨 线 只 能 是 整个 包含 在 工 内 部 
(或 是 了 整个 包含 在 它 内 部 ) 的 闭 轨 线 . 

”定理 1.2 ” 闭 轨 线 工 或 为 外 (内 ) 侧 极限 环 , 或 为 外 (内 ) 侧 周 
期 环 . : 

在 前 一 情况 又 可 分 为 三 种 不 同 的 情况 ， 

_ 工 . 存在 工 的 足够 小 的 外 (内 ) 邻 域 , 使 其 中 一 切 轨 线 皆 为 非 
闭 , 且 以 工 为 极限 集 ,这 时 称 工 为 外 (内 ) 稳 定 环 ; : 

2. 存在 三 的 足够 小 的 外 (内 ) 邻 域 , 使 其 中 一 切 轨 线 篆 为 非 
闭 ， 且 以 荆 为 a 极限 集 ， 这 时 称 工 为 外 (内 ) 不 稳定 环 ; 

3. 在 了 的 任意 小 的 外 (内 ) 邻 域 中 ， 既 存 在 闭 轨 线 亦 存在 非 
闭 轨 线 , 这 时 称 工 为 外 (内 ) 复 合 极限 环 . 

定义 1.4 称 荆 为 稳定 极限 环 ,不 稳定 极限 环 或 周期 环 , 如果 
在 它 的 内 外 两 侧 同 时 满足 定理 1.2 所 指出 的 相应 的 条 件 ; 称 工 为 
半 稳 定 极限 环 , 如 果 它 是 外 (内 ) 侧 稳定 而 内 (外 ) 侧 不 稳定 的 ; 称 并 
为 复合 极限 环 ; 如 果 它 不 属于 上 述 四 类 之 中 。 

由 轨道 稳定 性 的 定义 易 见 成 立 ; 

定理 1.8 外 (内 ) 侧 复合 极限 环 与 周期 环 是 轨道 外 (内 ) 稳定 
的 , 外 (内 ) 侧 稳定 极限 环 是 外 (内 ) 侧 轨道 渐 近 稳定 的 , 外 (内 ) 侧 不 
稳定 极限 环 是 外 (内 ) 侧 负 向 轨道 浙 近 稳定 的 . 

其 次 , 下面 两 个 定理 也 是 熟知 的 : 

定理 1.4 如果 闭 轨 线 1 与 一 起 围 成 一 个 环 域 G, G 中 
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无 奇 点 亦 无 其 他 闭 轨 线 , 则 G 中 一 切 轨 线 都 以 Ti 为 w 极限 集 ， 
以 人 为 a 极限 集 , 或 是 反之 ， 换言之, 两 条 相 邻 的 闭 轨 线 (在 上 
述 条 件 之 下 ) 在 其 相 邻 的 两 便 必 具 不 同 的 稳定 性 . 

定理 1.9 若 方 程 届 1) 中 的 了, @ 是 wz, 4 的 解析 函数 ， 则 闭 
轨 线 了 不 可 能 是 复合 极限 坏 。 由 此 可 知 这 时 由 周期 环 所 充满 的 
区 域 的 内 外 境界 上 必 含 奇 点 (可 能 是 无 限 远 奇 点 ). 

定义 1.b 闭 轨 线 工 称 为 正 ( 负 ) 定向 的 , 如 果 当 去 增加 时 也 
上 的 动 扩 沿 着 工 以 遂 时 针 ( 顺 时 针 ) 方 向 运动 . 

显而易见 ， 位 于 一 系 周 期 环 中 的 闭 轨 线 都 有 相同 的 定向 ， 但 
应 注意 , 相 邻 两 极限 环 却 可 能 有 不 同 的 定向 . 

例 1 考虑 方程 组 


(rl) (8) 


当 1<r<3,; 
rr 1) (7—2)(r—8)sec |r—2| 二 

f 
dr 和 __4 
Wt 3 > 
Ur dp _ 4 
WB" Ew "<! 

(1.2) 


易 见 此 方程 组 的 轨 线 是 ; 1) 半径 大 于 或 等 于 3 的 圆 ， 负 定向 ， 
2) 半径 小 于 或 等 于 1 的 圆 ,正定 向 ; 3) 在 环 域 1<r<3 中 充满 着 非 
闭 的 线 , 沿 荐 每 一 条 非 闭 轨 线 , 当 7>2 时 有 人 <0， 当 + 一 2 时 有 
只 一 0, 当 +<2 时 有 加 >0. 

由 此 可 见 "=1 与 7 一 3 是 相 邻 单 侧 极 限 环 ， 前 者 是 正定 向 外 
稳定 环 , 后 者 是 负 定 向 内 不 稳定 环 . 


现在 让 我 们 转 到 判别 极限 环 存 在 己 不 存在 的 准则 以 及 两 个 重 
要 的 具体 例子 ， 


定理 1.6 车 有 界 闭 区 域 4 中 最 多 含有 限 个 奇 点 ， 且 包含 一 
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条 正 半 轨 线 y, 则 7 的。 极限 集 只 可 能 是 . 1) 唯 一 的 奇 点 ; 2 唯一 
的 闭 轨 线 ; 8) 可 数 无 限 多 条 或 有 限 条 两 端 进 入 高 把 的 轨 线 以 及 这 
些 奇 瓜 . 
推论 (Poincaré 的 环 域 定 理 ) 若 2 为 一 环 域 , 其 中 不 仿 奇 拟 ， 
凡 与 8 的 境界 线 相 交 的 轨 线 都 从 它 的 外 (内 ) 部 进入 ( 跑 出 ) 它 的 
内 (外) 部 ， 则 4 中 至 少 存在 一 条 包含 内 境界 线 在 其 内 部 的 外 稳定 
(不 稳定 ) 极 限 环 和 一 条 内 稳定 (不 稳定 ) 极 限 环 ， 这 两 条 单位 极限 
环 可 能 都 是 双 例 环 , 也 可 能 重合 成 为 一 条 稳定 (不 稳定 ) 琢 限 环 ”. 
注意 : 若 纪 的 内 境界 缩 为 一 个 负 问 〈 正 向 ) 渐 近 稳 定 奇 点 ， 或 
是 内 外 境界 线 有 一 部 分 成 为 方程 (1'1) 的 轨 线 弧 , 其 上 可 能 有 一 些 
鞍点 和 负 向 ( 正 向 ) 浙 近 稳 定 奇 点 , 则 上 述 推论 仍 能 成 立 、 
例 2 与 绪论 中 所 说 的 van der Pol 方程 等 价 的 方程 组 


dr _)) dy _ 3 
HY 甩 2 十 风 过 v*)Yy, (1.3) 


对 于 一 切 人 >0(<0) 有 稳定 (不 稳定 ) 极 限 环 ?9. 
【证 】 显 见 当 人 >0 时 人 L.3) 的 唯一 奇 点 (0, 9) 是 负 向 渐 近 稳 
定 奇 点 , 因此 要 证 明 存在 极限 环 , 只 要 作出 一 条 包含 原点 在 其 内 部 
的 单 闭 曲 线 工 ,使 当 (13) 的 轨 线 与 卫 相 交 时 都 从 外 部 进入 内 部 . 
首先 带 出 等 领 绕 


QD=-otpd -oy-0 (9 
的 图 形 它 有 三 个 分 支 和 三 条 渐 近 线 
y=0, oz 一 十 1， 
今 在 负 y 轴 上 取 一 点 4(0， 一 yo), 过 4 作 方程 
wy, Co Ke 


1) 以后 在 大 多 数 情 况 下 往往 都 只 得 到 唯一 的 稳定 环 ， 并 县 往往 是 音量 环 (定义 见 
2) ,而 不 是 由 两 个 极限 环 靠 近 、 重合 而 得 的 多 重 环 . 

2) H<0 的 情况 可 借 改 变 w + 的 符号 而 变 为 &>0 的 情况 ,以 下 只 就 J>0 来 论 
三 
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的 轨 线 , 与 直线 2 -工交 于 了 (一 1 一 加)， 易 见 名 一 了 4 十 go， 注 
意 沿 着 4B 有 


Y 4 y 


所 以 (i138) 的 轨 线 与 4 相交 时 都 是 从 右 向 左 地 穿 过 它 (如 图 1.1 
中 的 小 箭头 所 示 ). 


其 次 ,过 召 作 以 原 扎 为 中 心 的 圆 弧 ,， 设 它 交 负 2 办 以 后 再 交 
曲线 (1 的 位 于 第 二 象限 的 那 一 支 于 CC 只 要 网 弧 的 半径 足够 
大 ,交点 总 是 存在 的 )， 注 意 , 沿 着 BO 有 : 


OY -KG < 
2 
可 知 (1.8) 的 轨 线 与 BC 相交 时 都 是 从 它 的 左 方 穿 到 右 方 去 ， 


现在 研究 方程 


人 0 
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的 轨 线 与 曲线 (1 名 的 切 点 D(za, ya), 可 以 容易 地 证 明 za 应 满足 
方程 
1+(—p r+t2m gp Ww = 0, 

当 |z|=1 时 上 式 左边 为 正 ,而 当 |z| 足 够 大 时 上 式 左边 为 负 ， 因此 
曲线 民 ` 急 的 位 于 第 二 (及 第 由) 象限 的 那 一 分 支 上 必定 存在 唯一 
的 切 反 DD， 当 go 足够 大 时 可 使 C 位 于 妃 的 左边 . 

现在 过 忆 作 方程 人 4 全 的 轨 线 ,与 正 9 办 (一 定 ) 交 于 一 所 马 
注意 


一 4 十 凡人 一 0 人 二 2 十 1 -La3 一 0 
2 Y 

可 知人 1.3) 的 轨 线 与 D8 相交 时 (两 者 都 有 正 的 斜率 ) 都 是 从 左 到 
右 地 穿 过 它 ， 此 外 , (1.3) 的 轨 线 与 代 . 和 的 CD 弧 相 交 时 都 是 从 
左 到 右 穿 过 它 . 

由 于 也 为 是 固定 的 ， 而 yo 可 以 取得 任意 大 ， 故 可 设 4 关于 
0 的 对 称 点 4 位 于 五 的 上 方 、 这 时 , 人 8) 的 轨 线 与 直线 段 如 47 
相交 时 都 是 从 左 穿 到 右 . 由 于 方程 1.3)，( 人 :下 ， (4.6) 所 确定 的 
向 量 场 以 及 曲线 (4) 都 对 称 于 原点 0, 所 以 曲线 4BCDEA 关于 
原点 的 对 称 线 4B'O'D'B'4 也 有 和 它 类 似 的 性 质 ， 这 样 ， 把 这 两 
曲线 缴 合 在 一 起 就 构成 我 们 所 需要 的 环 域 的 外 境界 线 .由 于 (1.8) 
是 解析 系统 ， 可 知 由 定理 工 .6 的 推论 所 肯定 的 两 条 单 便 极限 环 如 
果 不 重合 的 话 , 则 其 中 至 少 有 一 条 应 是 稳定 极限 环 ， 事 实 上 ,第 6 
节 中 将 要 证 明 (i.8) 有 唯一 的 稳定 极限 环 . 

注意 : 当 风 沁 2 时 原点 是 .83) 的 不 稳定 结 点 , 可 知 位 于 极限 环 
内 部 的 奇 点 不 一 定 是 焦点 。 此 外 , 当 凡 更 大 时 , 例如 p>10, 极限 
， 环 也 可 以 不 是 西 闭 明 线 . 
定理 1.7 (对 称 原理 ) ” 设 在 方程 人 L.:2 中 有 ， 


Po P=P(~%, WD, Qs, DPD= -8, WD, (7) 
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又 原点 是 y 轴 上 的 唯一 奇 上 尽 。 著 轨 线 工 从 正 9 轴 出 发 后 又 回 到 
负 y 轴 , 则 六 是 团 轨 线 ， 如 果 原 点 附近 的 一 切 轨 线 都 其 有 此 性 
质 , 则 原点 是 中 心 氮 . 
【证 】 因为 这 时 方程 导 : 了 所 确定 的 向 量 场 对 称 于 9 轴 , 所 以 
7 各 它 关于 9 轴 的 对 称 线 ( 也 是 轨 线 ) 一 起 构成 一 条 单 闭 曲线 ， 又 
此 单 闭 曲线 与 9y 轴 的 两 个 交点 是 常 点 , 因此 它 是 闭 轨 线 . 
注意 ; 若 将 条 件 (1.7) 改 为 | 
P(x, —))=—Pr,)), Ql, -P=Qr,Yy) (1:8) 
并 改 设 原点 是 = 轴 上 的 唯一 奇 点 , 则 有 和 定理 1.7 类 似 的 结论 .但 
P(~z%, =—P(z,), Q(—%, =Q, 
将 导致 P(0, y) = 一 P(0, 9) =0, 即 y 轴 是 轨 线 ,因而 这 时 即使 芽 
从 正 y 轴 出 发 后 又 能 回 到 负 y 轴 , 它 也 只 能 是 奇 闭 轨 线 .同样 , 条 
件 
PC， 一 肋 一 了 (人 Y), 人 (一 骨 一 一 Q(C， 功 
也 是 不 适用 的 . 
定理 1.8 设 原 点 是 y 轴 上 的 唯一 奇 扎 ,一切 从 正 y 轴 出 发 
的 轨 线 绕 原 点 一 周 后 重 又 回 到 正 y 轴 ， 则 由 执 线 确定 的 正 y 轴 到 
它 自己 的 拓扑 映 象 的 不 动 点 位 于 团 轨 线 上 (显而易见 ). 
推论 ”车 轨 线 所 确定 的 喘 象 把 正 y 轴 上 某 一 不 含 原点 的 闭 区 
间 映 到 它 自己 里 面 去 , 则 方程 必 存 在 闭 轨 线 . 
【证 】 由 拓扑 学 中 的 Brouwer 不 动 点 定理 可 知 此 上 映 象 必 有 不 
动 点 存在 , 且 此 不 动 点 不 是 原 扩 . 
定理 1.8 及 其 推论 对 于 研究 非 线 性 据 动 理论 中 常 第 出 现 的 分 
区 线性 方程 的 极限 环 很 有 用 处 ， 因 为 这 时 定理 中 所 说 的 拓扑 映 象 
是 可 以 用 分 析 式 子 表示 出 来 的 ( 见 $ 全 .此 定理 对 于 研究 右 方 为 不 
连续 的 系统 的 极限 环 也 是 有 用 处 的 ， 因 为 它 只 要 求 通过 正 y 轴 上 
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的 每 一 点 有 唯一 的 轨 线 就 够 了 +. 

例 3 考虑 钟 摆 的 摆动 >， 为 了 简化 ,假设 钟 摆 的 质量 集中 于 
摆 锤 的 重心 ， 并 且 只 考虑 支点 处 的 干 摩 氛 所 产生 的 常数 阻尼 而 名 
略 空气 阻力 (线性 阻尼 )， 那 末 摆 动 方程 是 

z+w=—fo 当 2>0 4o 一 万 当 2<0， (1.9) 

这 里 4 表示 角 位 移 , 并 算 作 所 =1。 化 代 9) 为 等 价 的 方程 组 , 易 
见 在 (w, yz2) 上 半 平 面 中 的 轨 线 是 以 O”( 一 fo, 0) 为 中 心 的 贺 
弧 , 而 在 下 半 平 面 中 的 轨 线 是 以 O'( fo, 为 中 心 的 圆 弧 ; 轨 线 上 
顺 时 针 的 方向 是 增加 的 方向 ，z 轴 上 的 线段 (一 fo, fo) 中 的 每 一 
点 都 是 奇 点 , 即 对 应 于 平衡 位 置 ， 因 为 这 时 恢复 力 小 于 摩擦 力 , 并 
且 % 一 0， 故 运动 应 停止 。 由 此 可 见 如 果 没 有 发 条 供给 钟 摆 以 能 
量 , 则 捆 动 有 限 次 以 后 就 归于 静止 , 其 轨 线 图 如 图 1.2 所 示 . 

发 条 供给 能 量 的 方式 是 : 当 摆 锤 到 达 最 低 点 (z= 0) 时 , 发 条 就 


. 。 和) 不 连续 系统 的 极限 环卫 可 以 这 样 定义 闭 轨 线 了 称 为 稳定 极限 环 , 如 果 存 在 了 
的 一 个 邻 域 ,使 从 其 中 任 一 点 出 发 的 谣 线 (可 能 与 相交 ) 当 tt 无限 增 大 时 能 进入 并 永 
远 保 持 在 了 的 任何 小 邻 域 之 中 .。 

”2) 本 例 采 自 绪论 中 所 说 的 《振动 理论 ?第 三 章 8 5。 
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通过 擒 纵 机 构 推 它 一 下 , 使 之 获得 定 值 的 能 量 ， 为 了 计算 简单 起 
见 ,下面 假设 推动 是 在 一 一 fo, y>0 时 发 生 的 。 这 梯 ， 在 相 平面 
上 就 有 如 图 .3 中 4BODB 所 示 的 运动 路 线 , 其 中 48B 是 以 
0”( 一 fo, 0) 为 中 心 而 半径 等 于 B 的 圆 弧 ， BO 一 Ro, 而 嫉 一 
及 = 如 二 常数 。 OD 是 以 0” 为 中 心 、 半 径 等 于 忆 的 圆 弧 ，D 痛 
是 以 0'( fo, 0) 为 中 心 、 半径 等 于 Rs= Ri 一 2fo 的 圆 绪 ， 设 刀 ， 万 
的 坐标 分 别 为 (一 wo, 0) 与 (一 z1, 0)， 那 末 容 易 算出 wm 与 必 之 间 
的 关系 式 ， 
(v1t+ 3f0)3— (zo0— fo) = 2., (4.10) 
这 就 是 运动 的 轨 线 所 确定 的 , 负 s4 轴 到 它 自己 的 拓扑 映 象 ， 这 映 
象 的 不 动 点 民 一 oo 由 方程 


(0 43f0) 3— (os—fo) =A (1:11) 

来 确定 , 亦 即 : 
呈 -二 (1.12) 
我 们 当然 应 该 假设 代 之 所 , 它 相当 于 条 件 
h>4fo. (1.13) 


当 (1.18) 满足 时 , 不 但 闭 轨 线 的 唯一 存在 得 以 保证 , 而 且 也 不 难 证 
明 它 是 稳定 极限 环 ， 事实 上 ,由 《1.11) 可 得 


w= 天 十 (mfo)" —3fo, (14) 
改 当 fo<%o<%0 时 便 有 
vw > n= M+ [mm — fo) ji (1:15) 


其 中 前 一 不 等 式 由 (1.10) 与 (1.14) 立刻 看 出 ， 后 一 不 等 式 由 
(11) 容 易 推 出 。 间 样 , 当 azo>m 时 有 
Z0<<O1< xn， (1:16) 
不 等 式 (1.15) 与 (1.16) 表 示 : 当 A4 关 4 时 如 应 介 于 4 与 4 
之 间 , 但 w 的 值 由 寻 :12) 了 唯一 确定 ， 故 当 二 无 限 增 大 时 一 切 运动 
”都 应 趋向 于 过 4 的 闭 轨 线 ， 
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最 后 介绍 几 个 判别 闭 轨 线 不 存在 的 法 则 . 
定理 1.9(Poincaré 切 性 曲线 法 ) 设 F(%, 四 =0 为 一 曲线 
族 , 其 中 了 (zw, 幼 为 一 次 连续 可 徽 . 如 果 在 区 域 G 中 有 
dF_OF dv ,OF dy _paF, oF 


| Tesi SM 


| Ut 00 dt OO dt Dr Qa 
(表示 函数 也 沿 着 方程 (DD 的 轨 线 关于 t 的 变化 率 ) 保持 常 号 ， 
且 曲 线 


(表示 族 中 的 曲线 与 人 L. 了 的 轨 线 相 切 之 点 的 轨迹 , 称 为 切 性 曲线 ) 
不 含 方程 (1 了 的 整 条 轨 线 或 不 含 闭 分 支 ， 则 方程 -二 不 存在 全 
部 位 于 G 中 的 闭 轨 线 与 只 含 一 个 奇 点 的 奇 闭 轨 线 . 

【证 】 设 定理 不 成 立 ， 则 方程 ("1 有 全 部 位 于 G 中 的 闭 轨 
线 或 只 食 一 个 奇 点 的 奇 闭 轨 线 了， 今 将 已 5 +Q 5 沿 着 并 按 
i 增加 的 方向 积分 一 周 , 得 到 

oF OF\, [aF 
(Pe 19 而) ro dt 

由 函数 万 的 单 值 性 可 知 上 式 右 边 应 等 于 零 ， 但 另 一 方面 ， 等 
式 左 边 的 被 积 函数 在 荆 上 保持 常 号 且 不 恒 等 于 零 ， 又 沿 着 工 , 4 
单调 增加 , 故 其 值 应 异 于 零 ,矛盾 . | | 

定理 1.10(Bondixson) 若 在 单 连通 域 G 中 方程 人. 力 的 发 


散 量 区 十 3 保持 常 呈 , 且 不 在 G 的 任何 子 区 域 中 便 等 于 堆 , 则 


方程 (1'1) 不 存在 全 部 位 于 G 中 的 闭 轨 线 与 奇 闭 轨 线 (这 里 假设 
,以 有 连续 偏 微 商 ). 

【证 】 设 定理 不 成 立 ;方程 慎 - 雹 有 闭 轨 线 了 ,并 连同 它 的 内 
部 区 域 5 一 起 全 部 位 于 G 中 , 因为 G 是 单 连通 的 . 于 是 册 Green 
公式 有 z 


人 人 】 


(Nt 
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中 Pay- qd-] | 到 (2 t+)dody (1:17) 


但 是 沿 着 处 处 成 立 了 Py 一 Qds, 故 上 式 左边 等 于 零 ， 而 右边 的 
被 积 函数 在 S 中 保持 常 号 且 不 恒 等 于 零 , 故 二 重 积分 不 等 于 零 , 巴 
盾 . 


当 工 为 奇 闭 轨 线 时 ， 由 于 在 奇 点 处 :入 没 有 确定 的 数值 ， 从 


而 工 的 切线 方向 可 能 在 此 点 不 连续 ， 上述 论证 就 不 够 严密 ， 但 只 
须 略 加 修改 ， 仍 可 证 明定 理 成 立 ， 为 此 ,不 妨 设 有 上 只 有 一 个 奇 
点 O, 如 图 .4， 以 光滑 弧 y= .4 (虚线 ) 代 替 生 上 包含 0 的 一 小 
段 弧 40B8， 得 到 一 条 闭 曲 线 ， 对 7" 及 其 内 部 8 应 用 Green 
公式 , 得 到 

中 ‘Pdy—Qds pds 


-人 各 各 mm 


其 中 玫 表 向 量 (-@, P)，ds 表 os 
7 的 弧 单 元 . 已 知 在 点 O 有 了 P=- 图 工 4 
Q&=0, 根据 P,Q@ 的 连续 性 , 只 要 位 于 0 的 足够 小 的 邻 域内 ， 就 
可 以 使 上 式 左边 的 绝对 值 小 于 任 一 小 正 数 8。 至 于 右边 的 二 重 积 
分 , 则 它 的 数值 应 与 了 7) 右边 的 数值 无 限 接近 ， 因而 其 绝对 值 不 
可 能 小 于 s, 矛盾 . / 
注意 ; 定理 1.10 的 证 明 主 要 依赖 于 下 一 事实 
命题 在 方程 (1 的 闭 轨 线 或 奇 闭 轨 线 工 的 内 部 区 域 SE 上 
有 


(全 + 多)amy=0 (1.19) 


读者 也 容易 看 出 (1.19) 式 有 明显 的 物理 意义 ， 因 为 饭 积 函数 
代表 (已 记 确定 的 向量 场 的 发 做 量 ， 
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”定理 1.11(Dulac) 才 在 单 连通 域 G 中 存在 一 次 连续 可 微 函 
数 了 (oz, 办 ,使 识 (BP) 十 识 -(BQ) 保 持 常 号 , 且 不 在 任何 子 区 域 
中 得 等 于 零 ， 则 方程 .1) 不 存在 全 部 位 于 G 中 的 闭 轨 线 与 奇 闲 
轨 线 . 

【证 】 只 要 在 定理 1.10 的 证 明 中 用 BP 与 BQ 分 别 代替 PP 
与 @ 即 可 ， 以 后 我 们 称 召 (w, 9) 为 Dulae 函数 ; 称 用 定理 1.11 来 
证 明 不 存在 闭 或 奇 闭 轨 线 的 方法 为 Dulao 函数 法 . 

定理 二 .10 与 定理 1.11 可 以 推广 到 多 连通 域 而 成 为 

定理 1. 坊 (Dulaco) ”车 在 定理 1.10 或 1.11 中 改 区 域 G 为 n 
连通 ( 即 G 有 一 或 几 条 外 境界 线 ,% 一 1 条 内 境界 线 ), 则 方程 (1.1) 
最 多 只 能 有 % 一 1 条 全 部 位 于 G 中 的 闭 轨 线 . 

【证 】 由 定理 141.10 的 证 明 可 知 ， 这 时 如 果 在 Q 中 有 方程 
(41) 的 闭 轨 线 工 , 则 芽 应 至 少 包含 G 的 一 条 内 境界 线 O 在 其 内 
部 , 同 理 可 知 ,车工 内 部 还 有 其 他 闭 轨 线 五 ,…, 了 , 则 在 工 内 部 
而 位 于 一 切 Pi，… I% 外 部 的 区 域 中 ， 亦 至 少 舍 有 一 条 G 的 内 境 
界线 CQ， 令 0 与 荆 对 应 , 可 以 看 出 , 与 不 同 的 荆 对 应 的 CO 也 不 
同 ， 故 车 G 中 的 闭 轨 线 多 于 nn 一 1 条 , 则 G 的 连通 数 应 大 于 害 
理 证 毕 、 

关于 判别 闭 轨 线 不 存在 的 准则 除了 上 述 这些 古 典 的 结果 以 
外 ， 近 代 的 还 有 B. 里 .ETgageB 与 Bx. 理 .TEaqep [28]，IO. 06. 
BorxaHoB [24] , 陈 广 狠 [2], 陈 翔 炎 [26], 杨 宗 培 [27] 等 的 工作 ,下 
面 介绍 [26] 的 定理 , 它 的 概括 性 较 强 , 并 且 有 明显 的 几何 意义 ”， 

定理 1.18 对 方程 (1 .1) 假设 存 在 单 连通 域 G 以 及 一 次 连续 
可 微 函 数 及 (ww, 9Y) 写 入 (w, 胃 ), 使 在 G 中 有 
E(w, WD=M(s, VP, WIN, Qu >0, (20) 


ee 。 


1) [33] 中 的 条 件 与 定理 1.13 由 的 条 伴 类 了， 但 较 强 ， 且 有 两 组 条 件 是 错误 的 、 天 
文 的 证 明 方法 也 不 一 样 ， 


8 T， 基 本 概念 , 具体 例子 ,判别 极限 环 存 在 与 不 存在 的 若干 准则 17 


Pw, D-H (<0). (1:21) 
在 此 前 提 下 ,我 们 有 
1% 如 果 
F(x, 9) 才 0 在 G 的 任何 子 区 域 中 ， (4.22) 
那 末 (i) 阁 
: 用 (w, 9) 三 0 在 GQ 内 ， (4..28) 


则 方程 (1 了 在 G 中 不 存在 任何 闭 轨 钱 和 奇 闭 轨 线 ; 
Gi) 车 
/ | 加 (w, 引 ) 才 0 在 G 内 ， (4..24) 
则 (CL: 力 在 G 中 不 存在 正 ( 负 ) 定向 的 闭 轨 线 和 奇 闭 轨 线 . 


2% 如 果 四 
Fo Yy) 三 0 在 G 内 ， 人 25) 


则 (1.1) 不 存在 任何 闭 轨 线 和 奇 闭 轨 线 ， 除 非 它 整个 包含 在 使 
如 (zw 9) ==0 的 点 集中 . 
【证 】 假设 仁 . 力 存在 正 ( 负 ) 定向 的 闭 轨 线 ,由 Green 公式 


中 Mao+Nay= 一 | Fw, Yadrdy. (1.26) 


在 情况 1*, 上 式 右 端 <0(>0)， 另 一 方面 , 上 式 左 端 等 于 
十 (一 )| BG, Wh, (1:27) 

其 中 w=2( 引 ,yy0) 表 示 沿 工 的 (1.1) 的 解 ,T>0 是 它 的 最 小 
周期 ， 于 是 可 知 ; 当 (1:28) 成 立时 (1.26) 的 左 端 为 零 , 改 (1.26) 不 
成 立 , 即 工 不 存在 ， 又 当 (42 成 立时 , (49) 式 之 0(<0)， 
(26) 仍 不 成 立 . 

对 于 奇 闭 轨 线 只 要 改 | 为 | 即 可 . 

情况 2° 的 证 明 是 类 似 的 . 

现在 来 说 明定 理 1.13 的 几何 意义 ， 与 向 量 场 (UN) 正 交 
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的 问 量 场 是 (一 入 ,， 衣 ), 其 对 应 的 微分 方程 是 


Le dy . 
Nw, YW), WM(e, Y). (1+28) 


条 件 纺 20) 表示 ， 从 向 量 场 (P, Q@) 逆 时 针 方 向 转 到 向 量 场 (一 W， 
MM) (向 量 的 长 度 可 伸缩 ) 所 经 过 的 角度 9(%w, 急 满足 0<0(z, 四 < 
mr。 条件 人 (1.21) 与 人 -22) 说 明 ， (1.28) 无 闭 轨 线 与 奇 闭 轨 线 ， 且 发 
散 量 保持 常 号 为 正 ( 负 ). 这 样 ， 定理 1:18(1°) 表 示 , 在 上 述 条 件 
下 由 (一 W，20) 顺 时 针 方向 转动 角度 0(z, 9) 而 得 到 的 (P,@) 当 
0=w 时 不 存在 闭 或 奇 闭 轨 线 (显然 )， 当 0 去 时 不 存在 正 ( 负 ) 定 
向 的 闭 或 奇 闭 轨 线 ?， 定 理 1.18(2°) 表示 : 当 (1.28) 有 首次 积分 ， 
或 Modo 二 Ndy=0 为 全 微分 方程 时 , (Ll1) 无 闭 轨 线 与 奇 闭 轨 线 ， 
除非 该 闭 轨 (或 奇 闭 轨 ) 线 同时 也 是 (1.28) 的 闭 轨 ( 或 奇 闭 轨 ) 线 . 
以 上 所 说 的 在 读者 熟悉 了 § 3 将 要 介绍 的 旋转 向 量 场 的 理论 以 后 
就 会 理解 得 更 深刻 了 . : 


易 见 若 在 定理 1-18 中 取 = N=- 入 , 便 可 推出 定理 


1.9( 改 其 中 的 了 了 lw, 臣 为 U(w, 四 ); 又 车 取 M=BQ, N= 一 BP, 
便 可 推出 定理 1.12. 除 此 以 外 ,还 可 以 有 如 下 的 推论 ， 

推论 [25] ”如 果 存 在 非 负 的 C? 类 函数 Mo lw, y), Nolz, 9)， 
以 及 Of 类 函数 B(c, 几 ， 怀 在 单 连通 区 域 G 内 有 


OOg 
+ 有 BO)>0 (<0) (1..29) 
昌 使 等 号 成 立 的 点 不 充满 G 的 任何 子 域 ， 则 方 得 (i 1) 在 G 内 不 
存在 正 ( 负 ) 定 问 的 极限 环 ， 


1) 但 这 时 负 ( 正 ) 定向 的 团 轨 线 是 可 能 存在 的 ， 例 如 ， 若 (M,N) = (y 一 由， 
(P,Q) =(M, NW), 则 9= 部 ， (P, 8) 有 闭 轨 线 族 ( 负 定 向 ) ?+ 六 =0， div (一 N, M) = 
>0， 


- 志 (MeP ) -NoQ) +t BP ) 
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上 证 】 取 年 理工 .13 中 的 =MoP+B N=mNo 一 DBP， 邵 
可 ， 
最 后 注意 : 如果 在 定理 1:18 中 有 Bl(w, 9) 三 0, FF(w, Y) 三 0， 
那 永 我 们 得 不 到 任何 有 用 的 结论 ， 这 时 可 证 成 立 ， 
定理 1.14 如 果 方 程 (L.1) 中 的 卫 , Q 在 单 连通 区 域 G 中 属 


于 O1 类 ， 且 -5 -+ 2 三 0, 即 方程 


Pay— Qadz=0 (1.830) 


是 全 微分 方程 , 则 (1.1) 无 极限 环 , 即使 是 单 侧 极限 环 也 没有 . 

【证 】 设 (1.30) 的 通 积 分 为 B(z, y)=0, 它 代表 ( 民 1) 的 轨 
线 族 的 方程 , 沿 着 每 一 条 轨 线 B 取 常 数值 , 而 沿 着 不 同 的 但 互相 
邻近 的 轨 线 ,四 不 可 能 都 取 同 一 数值 ， 如 果 方 程 (.1) 存 在 极限 环 
1, 则 三 的 足够 小 的 邻 域 中 的 每 一 条 轨 线 都 以 人 为 @ 或 a 极限 
集 ， 因 此 根据 多 (w, ) 的 连续 性 可 知 在 此 邻 域 中 应 有 $B(w, Y) 三 
Cr, 这 不 可 能 。 又 如 工 为 复合 极限 环 ， 则 在 六 的 任何 小 邻 域 中 都 
有 非 闭 轨 线 , 它们 让 盖 了 了 附近 的 一 些 开 环 域 ,在 其 中 B(%w, 功 应 
恒 等 于 常数 ,不 可 能 . 

仿 此 可 证 ， 者 方程 导 ' 80) 在 茶 单 连通 区 域 中 存在 连续 的 积分 
因子 &(%, 奶 , 则 方程 起 在 此 区 域 中 不 存在 极限 环 ， 焦 点 和 绍 
反 。 有 反 过 来 , 如果 (I.1) 看 在 极限 环 , 焦 扣 或 结 点 , 则 ("30) 的 积分 
因子 必 非 连续 . 


例 4 


一 人 炎 


dy ds 
EM 
以 (0,0) 为 结 点 ,此 时 方程 vay 一 dw 一 0 以 - 襄 或 5 于 为 积分 因 


于 ,它们 在 z=0 或 z=y=0 不 连续 . 
例 5 


2 一 4 十 2 十 优 一 二 )， 只 一 z 二 9g(c2 十 名 一 了 (1.31) 
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有 极限 环 们 十 六 1, 此 时 方程 

[一 9 十 (2 + —1) ay [sty(v +Y —1)ldz=0 
有 积分 因子 


9tan=-i 了 | .32 
wz, Y) Cr expl 2 tan (1:82) 
和 通 积 分 / 
+ {- -= . 
U (w, Y) Ds exp1 一 2 tan 一 O, .33) 


ww 和 都 在 (0,0) 不 连续 , 亦 即 它们 在 任何 包含 ze 十 = 工 的 单 连 
通 域 中 必 有 不 连续 点 . 


从 定理 1.10 开始 ， 由 于 要 应 用 Ghreen 公式 , 必须 假设 PC 内, Q(z, 切 
在 区 域 9 中 有 连续 偏 导数 .HH. 本 . Bpyraa[28] 首 先 指出 ,如 果 把 Green 公式 
改写 为 


和 Pls, 六 2g-QG Daz=|| ap Way+ dl, War, 13) 


其 中 右 端的 二 重 积分 是 Btieltjes 积分 , 它 被 理解 为 
ZAP y) My+ dO, Y) Az] 
的 极限 , 则 对 对, 8 的 要 求 就 可 以 保持 原状 而 不 必 加 强 . H. 日 . KpacoBckmi 
[29j] 曾 利用 上 述 改 写 后 的 Green 公式 研究 某 些 非 线性 二 阶 方 程 的 零 解 的 全 
局 稳定 性 , 在 该 文中 也 把 定理 1.10 推广 到 卫 , 8 不 一 定 有 偏 导数 的 情况 去 . 
例 6 证明; 如 果 在 方程 


等 一 户 () + 了 2(y)， Wagtby (1.35) 


中 方 (0) 一 户 (0) = 一 0, 及 (2?),f2() 为 连续 韭 线 性 孙 数 ,4a 半 0, 又 p(2) 一 1(X) 十 
bx 是 x 的 单调 汤 数 , 则 此 方程 不 存在 闭 轨 线 ， 
【证 】 作 变 换 zi1= 一 arx 一 0y, 妇 ==y, 则 原 方 程 变 为 


2 
-和 一 o[ 户 (站 ) 十 方 ()] 十 ab So 


假设 存在 财 轨 线 工 .对 它 应 用 公式 导 '34)， 得 到 


0- 上 [一 <( 广 (9 +f2()) + Divs lay + ed 


= {asadfice) + faC)) + brrJay dyna 


给 好 


| 


§ 1， 基 本 概念 ,具体 例子 , 判别 极限 环 存 在 与 不 存在 的 者 于 准则 21 


pb : 
一 -可 jw (- -和 )ays, 
My 


这 是 个 矛盾 , 因为 按 假设 上 式 最 右边 应 不 等 于 零 
此 外 ,了 H. 再, Kpacopekaii[301 还 得 到 如 下 的 定理 : 
定理 十 巧 ” 设 方程 人 1, 蕊 中 的 也 g 有 连续 偏 导数 , 原点 是 (的 叭 一 


和 和 此 

CO0 Oy 0 
2 强 | 
OF Oy 


的 根 入 (zx, 从, ha(z, 殷 在 原点 有 正 实 部 ,在 加 2 十 妨 =B? 之 外 有 人 负 实 部 ,和 且 
| mpDar==， 其 中 mpD= min VP+ 
£3 ty 


则 方程 (1' 了 ) 至 少 存在 一 条 外 稳定 环 和 一 条 内 稳定 环 , 它们 可 能 重合 为 一 条 
稳定 环 . | 
这 个 定理 不 但 本 身 很 有 趣 ， 而 且 作者 在 证 明 中 还 用 到 了 方程 (1.1) 的 正 
交 轨 线 的 方程 , 这 在 平面 定性 理论 中 还 是 少见 的 . 

读者 注意 : 如 果 要 把 Poincaré 的 环 域 定理 推广 到 平面 多 连通 区 域 去 , 就 
非得 要 考虑 该 区 域 中 含有 奇 点 的 情况 不 可 ， 因 为 按照 熟知 的 指标 理论 ， 如果 
n 连通 域 了 的 内 外 境界 线 满足 上 述 定理 的 条 件 ， 则 卫 内 部 奇 点 的 指标 总 和 
为 1 一 加 故 当 %> 工 时 六 中 必定 存在 奇 点 。 叶 彦 谦 ， 马 知 轧 [31] 推广 了 定义 
1 ,1 中 的 奇 团 轨 线 的 概念 以 及 通常 的 奇 点 概念 ， 然 后 把 环 域 定理 推广 到 环 域 
中 含 奇 点 以 及 一 般 的 ”连通 域 的 情况 去 ， 余 潮 祥 [33] 应 用 [3 菇 的 结果 研究 
二 维 流 形 上 有 奇 点 的 动力 系统 的 闭 轨 线 的 存在 性 ， 推 广 并 改良 了 了 .了 
Sacker 与 d. 了. Sell[33] 的 结果 . [32] 中 还 给 [3 由 的 定理 以 新 的 证 明 . 此 外 ， 
董 镇 囊 [34] 又 推广 [31] 的 定理 到 一 般 的 二 维 流 形 上 去 . 

考虑 例 1 中 的 方程 的 极限 环 问 题 在 环 面 上 的 推广 是 借 有 兴趣 的 。 田 景 
黄 [35j] 证 有 明 环 面 上 和 的 van der Pol 方程 


dx 。 . dy 
区 Sn g++ Ww S81n dr, A SinL 


(0<x<2or, 0<y<2nm), 


当 0<1p1<1l 时 此 方程 至 少 存在 两 个 极限 环 ， 它 们 当 px0 时 趋 于 相应 的 广 
程 的 不 同 的 非 零 周期 解 ， 类 似 于 此 , 田 景 纳 、 高 隆昌 [36] 证 明 方 程 


Tsinyt msin2r, Hsins 《0<z<2m，0<gy<2m) 
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当 0<|4| 《1 时 至 少 存 在 一 个 极限 环 ， 但 在 上 述 两 文中 唯 二 性 和 唯一 性 都 
未 能 证 明 . 


习 是 
1. 证明 方程 
这 = 一 22/， HW 一 0 十 2 十 Gam2 十 oa 
当 ao>0, <0 时 有 两 个 中 心 . 
2. 证 明 方 程 
a 


(Cty 1) 《22 40 YT +Y = 20 8), 


YY =y(22+ 1) (m+y 9) +7r ry — 27— 8) 


fr 
， 计 算 方程 C11) 的 正 交 轨 线 的 曲率 太 (z, 妇 , 并 证 明 它 等 于 
2 _.P 3/ 9 
Br VET 丸 7 (TETE) 
由 此 证 明 : 车 方程 (. 切 有 闭 轨 线 刀 则 [37]:，， 
i Hg, War dy=0, 


4. 这 为 间 连 通 大 洁 和 在 一 次 连 终 可 入 函数 Bi(z， 六 与 Fe 小 ,使 


/ 六 (BP) + (BO) +B1 | 元 方 一 十 4 | 


在 G 中 保持 常 号 ， 目 不 在 任何 了 区 城中 性 等 于 零 , 则 方程 (1,1) 不 和 罕 在 爹 部 位 
于 G' 中 的 闭 轨 线 与 奇 团 轨 线 [33]. : 
(提示 ; 在 定理 41.11 中 取 B(x, )=PBi (%， Weres DD ) 
5. 设 G 为 单 连通 域 ， 车 存在 一 次 连续 可 微 函 数 必 他 y), N(x, Y), 
F(z, y) 和 B(x, Y), 满足 
M(x, Y)>0, N(x, y)>0, Mh? 4 2p Nor> 0, 

六 (MP)- 训 WO)+ 训 [B+F)]+ 襄 [9(B-]>0 (<0), 
县 使 上 式 成 立 等 号 的 点 不 充满 G 内 任何 子 域 , 则 (1) 不 存在 正 ( 负 ) 定 问 的 
闭 或 奇 闭 轨 线 [37]. 

6， 证 明 van der Pol 方程 答 价 于 方程 组 


ds oh dz (e 瑟 ) 
a PV 
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并 就 此 方程 组 仿 例 2 的 办 法 作出 满足 定理 1.6 的 推论 的 环 域 . 

7.， 假设 已 证 例 3 中 的 极限 环 一 唯一 存在 , 试 证 从 平面 上 任 一 异 于 0(0， 
0) 的 点 出 发 的 轨 线 当 t-> 十 oo 时 都 将 以 荆 为 @ 极 限 集 . 

8. 设 在 区 域 G 中 处 处 成 立 | 了 | < 名 ， 其 中 RCz,. 妇 ) 是 方程 ("1 的 轨 线 
在 (z, 四 点 的 曲率 半径 , h 是 G 中 某 一 有 界 集 V 的 直径 , 则 在 G 中 没有 包含 
y 在 其 内 部 的 闭 轨 线 [24]. 

9. 试用 定理 1.11 以 及 形 如 B(z, 人 =zx*y* 的 Dulae 函数 证 明 当 

G 一 plctal 一 0) 十 ac1(D 一 D1) 0 


时 方程 组 
ey(av tby+o), YY- yet by ter) 
没有 闭 轨 纺 而 当 o=0 人 分 而 无 极限 环 . 
10. 设 在 方程 组 52 ==y- FY), 一 - g(z) 中 F(z) 是 侦 浮 数 ， FW) = 


se 


0, g(w) 是 奇 函 数 ， zg(2) >0 (Z 关 0)， yo>a 且 Fe) 与 9(D) 在 4=0 附近 
有 连续 二 阶 微 商 , 则 O00, 0) 是 中 心 所 [38]。 
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在 8 1 中 已 经 给 方程 | 
=P W, VQ, Y) (2:D) 


的 极限 环 的 稳定 性 下 过 定义 .由 于 在 应 用 上 只 有 稳定 极限 环 才 有 
现实 意义 ， 因 为 它 的 足够 近 的 每 一 螺 线 都 可 近似 地 代表 不 依赖 于 
初始 条 件 的 等 幅 振 荡 ， 而 不 稳定 极限 环 则 象 力学 上 的 不 稳定 平 换 
位 置 那样 事实 上 是 不 存在 的 ; 因此 如 何 判别 极限 环 的 稳定 性 就 成 
为 一 个 非常 重要 的 问题 了 . | | 

首先 , 如 果 极 限 环 的 存在 是 借 点 变换 的 不 动 点 来 肯定 的 , 那 末 
不 论 (2: 才 右 方 的 P,Q@ 是 否 为 连续 , 只 要 点 变换 本 身 是 连续 的 , 就 
可 以 在 适当 的 条 件 下 判别 极限 环 是 否 为 稳定 ， 这 就 是 在 非 线性 振 
动 理论 中 常用 到 的 Kinigs 定理 . 

定义 2.1 设 一 f(s) 表 示 某 一 线段 7 到 它 自 己 的 一 个 连续 
点 变换 ，s* 是 这 个 变换 的 一 个 不 动 点 ， 即 + 二 f(s")。， 如 果 存在 
(在 7 上 ) 的 一 个 小 邻 域 ,使 对 其 中 任 一 点 s, 点 列 

8 =f(8), s2—f (9), Snr1=f (8), * 

常 收 人 于 s*， 则 称 s* 在 此 点 变换 之 下 为 稳定 ， 反 之 , 如 果 在 的 
任何 小 邻 域 中 常 可 找到 点 s, 使 上 述 点 列 不 收敛 于 s*， 则 称 s* 为 不 
稳定 ?. 

定理 2.1(Kinigs) ” 设 3=f(s) 是 线段 7 到 它 自己 的 一 个 连 
续 点 变换 , s 一 0 是 这 变换 的 不 动 点 ， 如 果 (s, 引 平 面 上 的 曲线 5= 


1) 注意 ,在 此 定义 之 下 , 当 (2"1) 右 方 为 连续 且 保 证 解 的 叭 一 性 时 , 不 稳定 的 不 动 
点 ;有 可 能 对 应 于 单 侧 复 合 极 限 环 ， 
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f(s) 在 原点 附近 的 弧 段 位 于 角 域 z | 
(>1+8), s>0 (2.9) 
中 , 则 不 动 点 s=0 是 稳定 (不 稳定 ) 的 ， / 

[证 】 设 二 
在 原点 附近 ， 即 存在 s=0 的 一 个 小 邻 域 |s|<m 对 其 中 一 切 的 
s 关 0 都 有 |s| <5 sl 一 sl ， 那 未 只 要 js|<7， 数 列 发，|sil， 
ss 将 满足 不 等 式 |s| 委 js 所 以 当 %> co 时 有 |s 
一 0, 即 3 一 0 是 稳定 的 ， 

反之 , 如 果 对 一 切 |s| 和 7” 有 


于 |>1+e- E>1, 


亦 即 15|> 引 s| > |s|， 则 显 见 任 一 点 列 sa, sz … 不 可 能 收 敏 于 
零 , 故 3 0 为 不 稳定 . 


推论 车 函 数 5 一 /() 在 s=0 存在 导数 则 当 


ds | 
ds 


时 s=0 是 稳定 (不 稳定 ) 的 ， 
由 此 可 见 ， 对 于 右 方 可 能 为 不 连续 的 系统 ， 只 要 在 闭 雪线 卫 
的 某 一 截 线 上 存在 满足 条 件 (2.2) 或 (2.3) 的 点 变换 , 并 且 在 本 的 
小 邻 域 中 方程 的 解 随 初始 值 连续 变化 , 那 末 工 便 是 稳定 或 不 稳定 
的 极限 环 ， 
例 1 考虑 $1 例 8 中 在 负 w 轴 上 所 得 到 的 点 变换 
m= P+ (to—fo) —3fo, 


它 有 不 动 点 当 = 部- 一 如 且 已 知 台 >fo. 现在 来 验证 条 件 (2.3)， 


Qv1 +) 0 一 大 0 
dro ro- ~ VT Co fo 


<1—s=6<1 


<1 (>D .3) 


0< (Se < 


外 此 , 虽然 在 闭 轨 线 工 邻近 的 每 一 轴线 都 和 六 在 直线 z= 一 万 上 
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有 重 迭 部 分 ,但 显然 解 是 随 着 初始 值 而 连续 变化 的 ， 这 样 , 由 定理 
2.1 的 推论 我 们 就 证 明了 工 是 稳定 极限 环 ， 

如 果 条 件 (2.2) 或 (2.3) 不 满足 , 例如 , 若 点 变换 5 了 (8) 在 其 
不 动 点 一 0 满足 


那 未 就 无法 判别 相应 的 极限 环 的 稳定 性 ， 

为 了 进一步 研究 这 个 问题 ， 以 下 假设 方程 (2 外 右 方 的 了 Q 
有 我 们 所 和 需要 的 任何 阶 的 连续 偏 导数 . 设 方程 (2.1) 有 财 轨 线 1， 
负 定 问 , 方程 为 


到 ds 


三 


v=f(t), y=g(), (2.4) 
f, 9g 是 t 的 周期 为 了 的 周期 西数 . 今 在 工 的 足够 小 的 邻 域 中 引 
进 曲 线 坐 标 (s, m2) ,其 中 s 表示 工 的 弧 长 , 从 荆 上 某 一 点 量 起 上 
时 针 方向 为 正 ， 亦 s 的 增加 方向 与 二 的 增加 方向 一 致 。% 表示 
的 法 线 长 , 向 外 为 正 ， 设 以 
弧 长 为 参数 时 工 的 方程 是 
w=p(), Y= (8. 
(2:5) 
对 于 工 邻 近 的 一 点 4, 假 
设 它 位 于 本 在 点 B 的 法 线 上 ， 
图 2.1 (图 2-:1)， 设 点 BB 的 直角 浴 标 
是 (p(s),， 由 (s)), 于 是 4 的 直角 坐标 (w, 2) 与 曲线 坐标 (s,， 作 之 间 
的 关系 式 是 2; 


人 一 4 LA . : 
TE -人 -memsrgw-epomama am 


@ 有 连续 一 阶 偏 导数 ， 2，Y'， VY" 便 连 续 ,因而 只 要 |n| 足 够 小 就 有 3 >0, 即 


在 了 的 足够 小 的 邻 域 中 (2.6) 表示 一 个 保持 定向 的 坐标 变换 ， 如 果 改 取 % 为 (3.1) 的 
正 交 轨 线 的 弧 长 ,从 卫 上 的 点 量 起 , 那 末 坐标 变换 甚至 可 以 是 大 范围 的 , 但 我 们 这 里 不 
需要 用 它 ， 
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=9(s) 一 9 (s), 4 一 山 (s) 十 7 (s) (2.6) 
其 中 
7 dx Po } dy _ Qn。 
?Wds ls VE ~ dls VB 
(2.7) 


Pu Qo 表示 P,Q 在 点 了 3 的 值 , 即 
Po=PG,yG)，9=QG yO 
以 (2.6) 代 入 (2.1) ,得 到 
PAOFTAOR EE AS 
WACORTAOR A 


~ QP —np (8), (8) +ng (s)) 
Plg(s) 一 7 (8), p(s) +ng (s)) 


由 此 可 以 解 出 
dn _ Qy'—Py -nnPy +QY) _ 
ds | Py to =—F(s, n). (2.8) 


现在 我 们 利用 方程 (2.8) 来 研究 本 的 稳定 性 ， 由 于 9g, 由 是 
* 的 周期 函数 ,可知 (2.8) 是 以 % 为 未 知 落 数 ,s 为 自 变数 的 周期 系 
数 非 线性 方程 ， 由 (2.7) 式 看 出 (2.8) 有 零 解 % 一 0, 它 对 应 于 (2:1) 
的 周期 轨 线 卫 或 (2.5). 当 P,Q 有 连续 一 阶 偏 导 数 时 ,了 (s, mn) 有 
关于 的 一 阶 连续 偏 导 数 , 获 (2.8) 可 改写 为 / 
P= Pls, 1) ont om), | 2:9) 
为 了 计算 (s, nn) |s-o, 注意 


9 (8) 一 -pr ay [LPIOo+ Peo (Qn — Poe) —QoPyo], z 


MO — Pw) — QP 
米国 一 [Po PolQo (Qn ~ Pe) 一 QiPol 


(2.10) 
UL 
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(其 中 Pyo, Poo, Qyo, Qoo 表示 P，Q 的 偏 导数 在 %=0 的 值 )， 可 佑 
op 十 Qo/ 一 0， 再 注意 当 %w=0 时 有 了 一 Po,Q@ 一 Qo, 利用 上 述 关 
系 式 便 可 容易 地 算出 . | z 
LAGOIPE Pi Pel Po Ge) + Pm Hs), 
(2:11) 
这 里 二 4s) 玫 示 方 程 (2， 的 正 交 雪线 在 点 B 的 曲率 . 因此 (2.9) 
的 一 次 近似 方程 为 


= H 人 (s)%, - (2.12) 


ds 
其 解 为 
n=nek (no=n(0)), (2.18) 
由 此 可 得 
定理 2-2 设 方程 (2.1) 的 闭 软 线 工 的 缴 长 为 5 则 当 
: | 可 Gda<0 (>0 (2.14) 
时 了 为 稳定 (不 稳定 ) 极 限 环 ， | 


[证 】 当 人 @， “1 人 9 成 立时 ， 由 (2: .18) 有 
/ nD | < |nol > ln)), 

这 表示 (2 .12) 的 零 解 为 浙 近 稳定 ( 负 间 斯 近 稳 定 )， 于 是 根据 熟知 
的 Tanyaoa 定理 知道 (3.9 的 零 解 亦 为 渐 近 稳定 ( 负 向 渐 近 稳定 )， 
而 这 显然 表示 卫 为 稳定 (不 稳定 ) 极 限 环 ， 

推论 (Diliberto) ”如 果 沿 着 冰 轨 线 工 处 处 成 立 

Hs) <0 (>0, 
则 工 是 稳定 (不 稳定 ) 极 限 环 89]. 

现在 要 把 (2.14) 改写 为 常见 的 形式 ， 以 ds 一 MV 二 芍 Qt 代 
入 (2-14), 得 到 
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I 1 1 ， /Pp 。 
| HO | -prior PQ Polo Poot Qn) TQ8Pa]d 


-| | Po+ Qo— PEPa+ Pugo( Paot gm Td | 


i 


0 十 Qn 
-| PotQdt -hp | (Pot Qo) ds. 
这 样 , 我 们 就 得 到 熟知 的 
定理 2.8 车 在 方程 (2.1) 的 闭 轨 线 荆 上 成 立 
有 ( 冤 + 人 ja<0 (>0), (2:15) 
则 荆 为 稳定 (不 稳定 ) 极 限 环 . 


由 以 上 两 定理 可 知 ， 当 工 是 周期 环 ， 半 稳 定 环 或 复合 极限 环 
时 , 必 征 成 立 


| ( 先 + St) d= -zeoau-o (2.16) 


但 是 当 工 是 普通 的 稳定 或 洒 稳 定 极 限 环 时 , (2.16) 亦 可 能 成 立 ， 
因为 (3.14) 与 (2.15) 只 是 充分 条 件 而 非 必要 条 件 . 

定义 92.2 当 条 件 (2.14) 或 (2.15) 成 立时 称 三 为 单 重 环 或 粗 
糙 环 , 当 条 件 (2.16) 成 立时 称 盖 为 多 重 环 或 非 粗 糙 环 . 

为 了 研究 多 重 环 的 稳定 性 , 我 们 把 (2.8) 从 *=0 到 s=z 积分 ， 
得 到 


Vn0) -mmo) —no= | Pls, ns m0) ) th, _@:1D 


(no) 称 为 后 继 函 数 ， 它 表示 从 工 的 邻 域 中 的 点 (0 mo) 沿 坟 亦 即 
眉 增加 的 廊 向 走 一 周到 达 点 . 
(L,nl,, jo)) = (0, nl,, no)) 
时 , 两 点 的 ”坐标 之 差 . 由 此 显 见 ， 
Vno)=0 
是 经 过 (0, mo) 的 胃 线 为 闭 轨 线 的 充 要 条 件 ; 
wR)<0 (>0 
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对 一 切 足 够 小 的 jno| 是 工 为 稳定 (不 稳定 ) 的 充 要 条 件 ; 
Vn) <0 (>0) 
对 一 切 足 够 小 的 |no| 是 工 为 外 稳定 而 内 不 稳定 (外 不 稳定 而 内 稳 
定 ) 的 充 要 条 件 ， 由 于 已 知 多 (0) = 0, 故 得 


定理 2.4 若 
(0) <0 (>0), (2.:18) 
则 工 为 稳定 (不 稳定 ) 极 限 环 , 若 - 
2 (0) =0 而 (0) *#*0, (2.19) 
则 工 为 半 稳 定 极 限 环 . 


根据 微分 学 中 熟知 的 定理 可 知 一 般 地 成 立 
定理 2.5 车 对 闭 轨 线 荆 有 | | 
V0) = B00) =… 一 罗 0D(0) =0, 而 WH0) <0 (>0), 
(2.20) 
其 中 为 奇数 , 则 工 为 稳定 (不 稳定 ) 极 限 环 ， 车 
V0) = 0) = pH) =0 而 WH(0) 0, 
(2.21) 
其 中 下 为 偶数 ， 则 工 为 半 稳定 极限 环 
注意 : 若 P,Q@( 从 而 多 (no)) 为 解析 函数 , 则 (2.20) 或 (2: 30 四 
为 稳定 (不 稳定 ) 或 半 稳定 的 必要 条 件 . 
定义 2.8 称 满足 条 件 (2.20) 或 (2.21) 的 六 为 大 重 极限 环 
由 此 定义 显 见 , 当 工 为 重 极限 环 时 ,mo 一 0 是 方程 罗 (no) -0 
的 广 重 根 . 若 在 (no, 内 平面 上 硬 出 直线 mw 一 mo 与 朋 线 n=n(no)， 
则 此 时 原点 是 二 者 的 重 交点 ， 特 别 ， 周期 环 所 对 应 的 (jy) =0 
对 一 切 足够 小 |no|. 四 人 
下 面 要 证 明 当 h==1 时 定义 3.3 与 定义 2.2 是 二 致 的 , 亦 即 
"(0)<0 (>0) 和 | H@ds<0. (>0), 


是 等 价 的 为 此 ,将 (2.17) 两 边 对 mw 求 导数 , 得 到 
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到 (oo 一 | PCs, nC, m0)) mCs, no) ds. 

为 了 计算 几 (s, wo), 注意 它 满足 变 分 方程 

ms, mo) = Ph (6, n(s, mo) ) *m CS, 0) 
和 初 值 条 件 rt0, 7w) 一 二 即 得 
nn (8, wo) 一 6 
从 而 
Vm) = Pols, ns, mo)) el as 


f Fs,n(s,no))ds 
» 


of rs (Tn (Tn0)) "| _， f Fasn sne)) gs _1 
注意 n(s, 0) 三 0, 可 知 | 
0) =el Na 1 ef 1 (2.22) 
由 此 显 见 罗 '(0) <0(>0) 是 和 


| HVas<0 (>0) 


0 


等 价 的 ， 
一 般 ， 罗 (0) 亦 可 仿 上 述 方法 求 出 , 但 其 表达 式 随 上 的 增 大 
而 愈 来 愈 繁 ( 见 [40]), 例如 ,有 


! FTN)AT 
WD" (0) -| oi ds | -0， 当 W (0) —0, 


[ "PACTN)GT / | pi 
p”(0)=| Pr el | 当时 (0) =P"(0) =0, 


3 BUT ,GdT 


go(0)- | Pipe ds|n_o 


! 2 FT,nyar 人 Fy (TNR)AT 
十 ?| Fre 由 Pe 由， ， Qt ds n:-0} } 
0 0 


(2.23) 
当 (0) = 多”(0) = 更 (0) 一 0, 等 等 . / 
由 以 上 各 式 可 以 看 出 ,要 算 罗 “(0), 至“(0), …， 首 先 须 算出 
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权 ,(s,，0)，P%(s,0),…, 也 就 是 要 算出 五 (s,n) 在 w=0 的 Taylor 
展开 式 的 各 项 系数 ， 下 面 引进 日 本 数学 家 占 部 实 (M. Urabe) 的 
方法 [41], 用 此 方法 同时 还 可 得 到 当 工 为 周期 环 时 位 于 工 邻近 的 
闭 轨 线 的 周期 的 近似 表达 式 , 如 果 已 知 工 的 周期 为 工 , 

现在 代替 (2.6)， 仍 以 时 间 t 为 的 参数 方程 的 自 变 量 , 以 Y 
(时 间 ) 表 工 邻近 某 一 轨 线 的 参数 方程 的 自 变量 ， 它 满足 条 件 
T(to) 一 如。 以 wi(7), Yi(7) 表 此 轨 线 上 的 点 坐标 , 于 是 参 腿 (2.4) 
与 (2.6), 即 见 有 

T(to) 一 加，2a(z) =f (0) +p(L), yi(r) =g0) +p(t) mt), 
(2.24) 


其 中 Pi=P(w1(7), Yi(7T)), Qi 一 Q(zi(T), Yi(T))， 记 
ph() (Qo Po ) (PHAD) ,| 
则 由 \2.10) 容易 推出 | 


代入 (2.35), 然 后 就 .92 与 -9 解 出 ,可 得 
PV FT Lt hp) (PoQs— QoPY) (PoP:+@uQD- 


~ (PHO (1+hp) (PoPs+ QeQ) -+ 
(2.26) 
、 0 ad 
在 记 D=! m1 "By 
并 且 设 P, @ 为 解析 函数 , 则 当 。p 足够 小 时 就 有 
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身 给 
IE 
Qi= Qo+pDQo+… 十 ~ DQot 


代入 (2.26) ,得 到 在 二 邻 域 中 二 丽江 以 t 为 目 变 数 ,oo， 
RO 


-VT thp)| p(PoDQs— QoDPo) ， 
后 (Po Qo— QoD Po) 十 … 
+ + p(PoDPo + Qo PQ) 本 2 27) 
+ 和 (PaDpaPu+ GoDi4u 十 


r= (ithp) [Perol. [Pi+@ 


+p(PoDPo+QoDQo) 十 … A 
由 :27) 的 第 一 式 了 立刻 可 得 


dn dp dt 
p(PoDQo ~ QoDPo) + (PoD’Qo— QoD Po) 十 … 
= (1+hp) Fot@ tp PoDhot eoDeo) TT* 
(0.28) 
把 上 式 右边 展开 为 p 的 每 级 数 与 方程 (2， 8) 的 展开 式 
Gn p(s 0)n+ PG Ot (2:29) 


ds 
相 比 较 ， 就 可 容易 地 确定 本 (s, 0)， Fa ls, 0),: 特别 有 


Fs, 0) Pagez -aa 


与 (2.10) 一致， 又 由 (2.27) 的 第 二 式 可 得 ?> 
1) (2.27) 的 两 式 右边 不 含 未 知 函 数 7 因此， 如 果 能 由 第 一 式 求 出 oo， 那 未 代 
入 第 二 式 积分 ,就 可 求 出 Tt)， 
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CT _ _ Oo 二 TcCoOeo 的 
-1+( P30 )o+ 


二 1 2PoQo( Pro — Qyo) + (Qi — Po) Cy + eo) po 
(Bs + Q) PE Ed 
两 边 从 如 到 好 十 了 积分 ,得 
T(to 二 + 守 ) —T(to) 二 他 


+ 2 2P oo (P ~ 和 Pa) CP 加 十 Go) p(t) at 


这 便 是 太 邻近 的 闭 轨 线 (oa 0 人) ) 的 周期 的 近似 表达 式 
”不 面 再 研究 一 种 特殊 类 型 的 极限 环 及 其 判别 法 . 
定义 8.4 如果 (2.8) 中 的 也 (s, 内在 并 的 外 侧 及 内 侧 小 邻 域 
中 都 保持 常 号 ， 则 称 为 单调 接近 环 [421. 
定理 3.6 解析 系统 (2 1) 的 极限 环卫 为 间 测 接近 稳定 (不 各 
定 ) 环 的 充 要 条 件 是 z 
oi= PoD'Qo0— QoDiPo=0 j=l1, 2,.%…, bh—1, . 
而 ox<0 (>0), 
其 中 此 有 于 三 为 单调 接近 半 稳 定 环 的 充 要 条 件 是 
‘oi=0, j=1, 2 …,h 一 1， 而 or#0, 
其 中 为 偶数 . 
{证 】 由 FZ'(s， 加 关于 n 的 Taylor 展开 式 可 以 看 出 要 它 在 全 
内 外 两 侧 小 邻 域 中 都 保持 常 号 , 其 充 要 条 件 是 存在 整数 使 对 一 
切 s 丰 
F(s, 0) = F,:(s, 0) =~ 一 ns, v0 一 0， pe ie 0) #0. 
| (2.30) 
但 由 (2.28) 右边 可 以 媳 出 , 上 述 条 件 实际 上 与 ， 
0 一 03 一 … 一 Op-I 一 0， 而- Ox¥0 ， 
是 等 价 的 . 当 条 件 (2 80) 成 立时 ， 由 (2 29) 就 可 得 到 本 定理 中 关 
于 稳定 性 的 结论 ， 
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推论 ”在 单调 接近 的 多 重 极限 环 上 上 处 处 成 立 互 (S) =0， 换 言 
之 ,单调 接近 的 多重 环 是 井 线 豆 \s) =0 的 一 个 分 支 . 
但 应 注意 , H (s) =0 的 实 分 文 不 一 定 是 方程 (2， 二 的 针线 ; 即 
使 它 是 轨 线 , 也 不 一 定 是 闭 的 . 
例 2 研究 方程 


人 -~ 一 9 十 2 十 吧 一 二 2 一 2 十 9 十 加 一 卫 ) 
化 为 极 坐 标 方 程 易 证 它 有 中 _ 的 机 限 1: vt+y =1, 并 且 它 是 
半 稳 定 的 .计算 正 交 扫 线 的 曲率 , 可 得 


H() = SHY) oY DE 1 + t+ 和 
{[~y+o(e ty 1) teiy ty 1 


由 此 可 网, 吾 (s) =0 的 轨迹 是 : 原点 , 单位 圆 荆 和 圆 2 十 y= 一 6 一 1 
后 一 圆 不 是 方程 的 轨 线 . 

按照 极限 环 的 定义 容易 使 人 引起 错觉 ， 以 为 单调 接近 环 也 许 
是 比较 常见 的 。 如 果真 是 这 样 的 话 ， 那 末 判 别 多 重 环 的 存在 与 否 
就 变 得 比较 容易 了 .但 事实 上 , 单调 接近 环 不 过 是 一 种 非常 特殊 
的 极限 环 ， 在 $ 11 中 将 会 看 到 ， 当 方程 2. 中 的 P, Q 是 wy 的 
二 次 多 项 式 时 , 它 的 极限 环 一 般 而 论 并 不 是 单调 接近 的 . 

最 后 , 我 们 要 研究 一 下 位 于 极限 环 上 的 周期 解 的 JIamayoa 稳 
定性 .如 所 熟知 , 这 种 周期 解 不 可 能 是 JIamyHoa 渐 近 稳定 的 ,因此 
只 能 研究 它 是 稳定 还 是 不 稳定 ,对 于 非 线性 守恒 系统 , 由 于 它 存在 
首次 积分 ， 相 平面 上 只 能 出 现 周期 环 . 一般 而 论 周期 总 是 随 着 振 
幅 而 改变 的 ， 故 位 于 此 种 周期 环 上 的 周期 解 经 常 是 .ImmyEop 不 稳 
定 的 ， 但 对 于 非 守 恒 系 统 的 极限 环 , 却 成 立 下 面 的 定理 ， 

定理 2.7 若 荆 是 方程 (2.1) 的 单 重 稳定 环 ， 则 位 于 荆 上 的 
任 一 周期 解 必 为 .IamyoB 稳定 . 

【证 】 由 定理 2.2 看 出 方程 (2.8) 的 零 解 为 渐 近 稳定 ， 但 


(2.8) 的 零 解 = 0 就 对 应 于 位 于 荆 上 的 周期 解 , 且 -全 =/ 本 
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与 其 倒数 为 有 界 ， 故 对 应 的 p, 的 方程 ((2.27) 第 一 式 ) 的 零 解 亦 
为 渐 近 稳定 ， 再 注意 定常 系统 的 周期 解 经 过 时 间 的 平移 以 后 仍 是 
周期 解 , 即 知 所 论 的 周期 解 仅 为 稳定 3， 

关于 多 重 环 上 的 周期 解 的 Taryaoa 稳定 性 问题 有 B. H. 3y6oB 
[4 的 工作 , 结果 也 很 有 趣 , 读者 请 看 原著 , 不 再 在 此 介绍 .最 后 ， 
车 含有 限 个 鞍点 的 奇 闭 轨 线 为 内 侧 极 限 环 ， 则 有 更 简单 的 方法 来 
判别 它 的 轨道 稳定 性 ， 并 且 这 一 结果 在 研究 某 些 多 项 式 定常 系统 
的 篱 限 环 问题 是 非常 有 用 的 , 这 将 在 下 一 节 中 介绍 . 


习 是 
、 (ps —nb Cs), bs) +ng'(s)) ， ， 加 
EX 本 TOO 
(3,0) 二 0 等 价 , 又 本 (3S， 0)= | _, ;其 中 0 一 arctan 9 


P 
2. 计算 本 (s, 0) 及 多 "(0). 
.及 gs 2) 表示 上 任 一 点 蝇 的 法 线 上 的 点 4(， ) 处 的 轨 线 的 射 
角 与 卫 在 点 8B 的 斜 角 之 差 ,证 明 荆 为 单调 接近 半 稳 定 环 的 充 要 条 件 是 : 对 
于 一 切 3， sina 年; 二 0 取 到 极 值 [45j. 
4. 证 明 z 


Ir _Yy 2 2 
人 A -1) # 


YY VFety(2 ty Da 


有 非 间 调 接近 的 半 稳定 环 - 胆 可 经 过 仿 射 变换 而 使 此 半 稳定 环 成 为 单 调 接 

近 环 ， 

5. 设 ie y), gcc y) 在 单 过 通 域 G6 中 有 二 阶 连续 偏 导数 ， P(r, Y) = 
0 司 表 为 7 的 形式 ;)@(e, 切 =0 可 天 为 vp(y) 的 形式 . 设 函 数 


ho =- 而 (可 及 ) 


上 如 案 没 有 本 市 前 面 的 那些 讨论 ， 则 可 应 用 A， A. ABAPOHOB 的 定理 ( 见 [43]) 素 
证 明定 理 .2.7。 


$ 2， 极限 环 的 重 淆 与 稳定 性 37 


8/1 ep 
: sp-- 训 (目光 ) 
在 GG 中 同 号 ， 不 变 号 ， 2 妃 至少 有 一 个 不 钥 等 于 零 ， 义 
在 9= 帮 Co) 的 上 方 ( 下 方 ) 附 近 吾 与 久 人 一 异 号 ( 同 号 ) 在 zx 一 2p(9) 的 右 方 


( 左 方 ) 附近 4 与 万 -ee 异 号 ( 同 号 ), 则 方程 (2.1) 在 G 中 无 多 重 环 [29]。 
6. 应 用 上 是 证 van der Pol 方程 组 有 单 重 环 。 


$3. 旋转 向 量 场 中 的 极限 环 


在 前 二 节 中 我 们 初步 研究 了 极限 环 的 存在 性 ， 不 存在 性 和 稳 
定性 , 本 节 以 及 下 一 节 将 进而 研究 含 参数 的 微分 方程 , 其 极限 环 随 
参数 而 变化 的 情况 .当然 , 这 两 类 问题 是 互相 联系 的 , 正好 象 含 人 参 
数 的 二 次 方程 的 实 根 ， 如 果 这 个 根 是 单 根 ， 则 当 参 数 作 微小 变动 
时 , 根 也 只 作 微小 变动 ,但 不 会 消失 ; 如 果 这 个 根 是 重 根 , 那 末 参数 
作 不 论 起 么 小 的 变动 , 重 根 或 是 消失 , 或 是 分 解 为 两 个 单 根 ， 由 于 
极限 环 的 万 程 一 般 是 写 不 出 来 的 (除了 那些 人 为 地 造 出 来 的 方程 
的 极限 环 以 外 ), 它 的 位 置 只 能 近似 地 加 以 确定 , 并 且 当 方程 中 的 
参数 变化 时 , 极限 环 的 产生 、 消 失 以 至 形状 的 变化 也 很 难 提 摸 ， 因 
此 人 们 日 然 希 望 先 研究 那 种 简单 而 又 变化 比较 规则 的 情况 ， 这 就 
是 本 顾 所 要 讨论 的 旋转 向 量 场 的 理论 。， 如 果 向 量 场 随 着 参数 的 变 
化 都 问 同一 个 方向 旋转 , 不 论 平面 上 点 的 位 置 如 何 , 那 末 可 以 证 明 
这 时 极限 环 变动 得 最 有 规则 ， 即 单调 地 扩大 或 缩小 ， 这 种 情况 类 
似 于 : 如 果 光 滑 平 面 曲线 y=f(w, o) 随 w 的 改变 而 沿 着 y 轴 平 移 ， 
则 它 和 2 轴 的 交点 ( 即 jw, oD) =0 的 实 根 ) 是 向 左 或 向 右 平移 
的 . 

旋转 向 量 场 的 理论 于 1958 年 由 G. F. D. Du 人 所 首创 &e1, 其 
后 G. geifert 与 陈 翔 炎 荆 ,5 相继 减轻 Duff 的 条 件 , 而 保证 其 
主要 结论 仍 能 成 立 ，1978 年 马 知 恩 呈 又 讨论 了 奇 点 可 以 移动 的 
旋转 回 量 场 族 中 奇 点 与 奇 闭 轨 线 的 变动 方式 . 为 了 叙述 简单 起 见 ， 
关于 旋转 问 量 场 的 基本 理论 我 们 仍 按 Du 他 的 文章 来 介绍 , 但 在 最 
后 摘要 介绍 [48], [50] 和 [51] 的 工作 , 

考虑 方程 
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=—P(w, y, 0), YW-Q, y,0), (3:1) 
其 中 卫 yy 和 参数 a 的 过 续 西 数 且 满 足下 列 条 件 : 
1. P,Q 在 任何 有 界 区 域 中 满足 Lipschitz 条 件 : 
| 了 上 (oa ya, 0) —P (v1, Yi1, 0%) | 
<MCra~—mi lt [ya—Yi|), 
|Q (wa, Ya, 0) — QP1, Yi, 0) | / 
<M (za 一 好 | 十 | 一 办 | 方 


2， 红 ,全 存在 , 且 连 续 
3. 由 方 租 (3. 了 所 确定 的 平面 向 量 场 (只 有 孤立 霖 上 
定义 8.1 车 当 a 在 [0, 了] 中 变动 时 五 (%) 的 奇 点 保持 不 动 


(3.2) 


而 在 一 切 常 点 成 立 
| OP 2608|>0, . (83) 
Ow Oa 


又 存在 正 数 思 使 对 一 切 (z, ), T>0 是 使 下 式 成 立 的 最 小 正 数 
Pa y, oat+T)= bPG, y, oO), 
Q (2, y, a+T) = ~ hbQ(%, 4/， oo ， 
则 称 F(0) (对 一 切 0<o< 四 构成 一 旋转 向 量 场 的 完全 旗 ， 
向 量 (P， 与 » 轴 的 交角 记 为 9， 由 人 (8: 3) 与 (8 4 易 见 ， 对 
满足 | 一 os| < 了 的 任意 两 个 a 与 oa 都 成 立 不 等 式 ， 
0<lb y, a) -0(%, Yoo)|<r, (3 D 
时 在 来 解 穆 上 述 定义 的 几何 意义 ， 首先 ， 由 (8: 多 吻 见 


8 4) 


已 
oP 90 
Ox. Ba 


在 一 一 切 党 点 成 立 这 表示 由 (3: .所 确定 的 平面 向量 场 P(a) 在 任 
一 常 点 处 的 向 量 当 增加 时 总 是 赣 时 针 方向 转动 的 ， 册 人 .4 和 
(8.8 可 知 0(w， ya 十 四 ) 一 gx， y, 0) 十 wm， 且 当 参 数 由 a 变 到 


, (8.6) 


QQ .1 
a Pr 
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a 二 时 ,对 应 的 向 量 恰好 转 了 半 周 , 但 不 一 定 保持 长 度 ; 而 当 cx 增 
加 2T 时 ,向 量 恰好 转动 一 周 耐 回 到 原来 的 方向 ,这 就 是 定义 中 所 
亩 “完全 族 "的 含义 ， 
例 1 对 于 任 一 方程 
TPs, WD, YQ(e, Y), (3.7) 
我 们 作 一 含 参数 a 的 方程 
EPoosa—Qaino, HPsinatQoosa. (8:8) 
易 见 当 a 在 [0, m) 中 变动 时 , (3.8) 构 成 一 旋转 向 量 场 的 完全 族 ， 
并 且 由 (3. 到 (3.8) 旋 转 的 角度 恰好 等 于 a 向 量 的 长 度 则 永远 
保持 不 变 , 故 称 (3.8) 为 均匀 旋转 向 量 场 族 . 和 

定理 3.1 到 (c) 的 奇 点 的 指标 不 随 x 而 变 . 

【证 】 在 了 (的 奇 点 0 的 邻 域内 帮 一 包含 0 的 单 闭 曲 线 ， 
使 其 上 没有 奇 点 , 县 内 部 仅 含 奇 点 0， 由 (8.5) 以 及 闭 肌 线 关 于 向 
量 场 的 指标 的 熟知 的 性 质 即 见 此 闭 曲 线 关于 两 向 量 场 有 相同 的 指 
标 , 亦 即 闭 曲 线 内 部 的 奇 点 的 指标 不 随 a 而 变 . 

定理 3.2 完全 族 中 属于 不 同 向 量 声 的 闭 轨 线 互 不 相交 ， 

[证 】 设 了 (az) 的 闭 轨 线 Ta 与 了 (og) 的 闭 轨 线 工 。 交 于 一 
点 4 又 当 增加 时 Tw 在 点 4 由 了 ,的 外 部 进入 它 的 内 部 ， 那 末 
出 条 件 (8.3) 与 (3: 多 可 知 , 在 T。。 上 所 有 的 点 了 了 (as) 的 轨 线 都 从 
它 的 外 部 进入 内 部 ， 这 样 ，Tu 在 进入 Tu 之 后 就 不 可 能 再 跑 出 
来 , 因而 不 可 能 是 闭 轨 线 , 与 假设 相 巴 盾 .。 
上 定理 8.3 外 稳定 环 Ze 车 为 正 ( 负 ) 定 向 , 则 对 任意 足够 小 的 
gs 之 0, 一 定 存在 四 <oo(oi>oo), 使 对 一 切 位 于 四 与 mm 之 间 的 w 
在 T% 的 外 :领域 中 至 少 存 在 了 (a) 的 一 个 外 稳定 环 工 。 和 一 个 内 
稳定 评 (它们 可 能 重合 ); 又 存在 六, 的 外 5(<s) 邻 域 ， 使 它 被 
也 (a) (a 介 行 % 与 a 之 间 ) 的 闭 轨 线 所 充满 
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【证 】 效 就 To 为 正定 向 的 情况 来 证 明 本 定理 。 如 果 应 用 环 
域 定理 的 话 ,证 明 比 较 简单 , 但 我 们 宁愿 介绍 Duff 原来 的 证 法 , 因 
为 其 中 用 到 较 多 的 数学 分 析 中 的 知识 和 技巧 ， 这 对 于 从 事 微 分 方 
程 定性 理论 研究 的 人 来 说 是 非常 重要 的 . 

如 图 3.1,， 假设 Tu 的 外 cs 邻 域 的 境界 与 过 Te 上 一 点 4 的 
法 线 7 交 于 点 B, 这 里 s>0 足够 小 ,0<o<1, 过 BB 的 了 (ao) 的 正 
半 轨 线 y+(B, ao) 第 一 次 再 交 4B 于 B,, 过 B 的 了 (0) (a<o) 的 
正 半 轨 线 y+ (B, 只 第 一 次 再 交 BB 于 Bs(a)， 现 在 证 明 : 当 .a 自 
oo 减少 , 且 o 足够 小 时 ， 可 以 使 某 一 Ba(o) 重 合 于 了 ,因而 ?7 (B,: 
0 就 成 为 了 (wm) 的 闭 轨 线 ， 并 且 它 全 部 
位 于 To 的 s 邻 域 之 中 . 

在 本 节 关 于 方程 (8 二 的 假定 之 下 ， 
轨 线 是 可 微分 可 求 长 的 曲线 设 s 是 
y(B; oo0) 的 缴 长 ， 从 B 疝 t 增加 的 方向 
度量 时 为 正 ; 以 n 记 此 轨 线 的 外 法 线 长 
设 >(B, ao) 的 参数 方程 是 

v=f(s), y=g(s), “(8.9) | 
在 (s, n) 曲线 耸 标 之 下 , 设 y*(B, a) 图 3.1 
(a 之 oo) 的 方程 为 2 一 4(s 四 。 易 见 其 上 任 一 点 的 直角 坐标 与 曲线 
坐标 之 间 的 关系 是 
5 一 F 9) =h(s) 9 (8), y—g() = —h()F(s). (3:10) 
因此 bh() =V (of)) + Gy 90)). 
求 (s), 利用 (3.10); 可 得 


1 的 -7 四 至 -Ps 型， G.1) 


以 ss 表 yi(B, 四 前 弧 长 ; Ps, Q 玫 Po gy, 0), QCw, 9 OD, 则 


dz dz dss_ Pp (Ut+thh) VvV PtrQ MP +OS 
dg ds ds Vv PItOQ 二 人 tc 
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Po 人 十 有 fj VP + A 
了 QQ 


WW 人 LHD V BETO /EE +Qo, 
ds i 


Co 
———— 


VT PaP oa, + Qaa 
~ Qe (lthh) VY Pa a 
其 中 (Ps )/ (PL.+Q2), 
Pea, 9。 表示 了 ， Q 在 (zo， Yo, co) 的 值 ， (Zo, yo) 的 曲线 坐标 是 (s， 
0), i ~ 二 汝 此 代入 (3.11), 得 到 


ACE OR A OL Le DLR 
加 PP, + QW. ~ 


+b)Y Pat Qa VPa tA, sin VP 这 “+e siny, (8.12) 


其 中 由 表示 7Y*《B, 00) 在 弧 长 为 s 处 的 斜 角 与 7Y (B， 四 在 点 (&， 
n) 处 的 斜 角 的 夹 角 , 即 9(s 0, mo) 一 90(s, na)， 由 于 卫 , Q@ 满 足 
Lipschitz 条 件 , 易 见 0 对 % 满 足 Lipschitz 条 件 。 又 由 (8-8) 知 
2 在 Tu 的。 邻 域 中 有 正 的 下 界 p>0, 因此 得 到 

WV=0(s, 0, oo) —0(s, n, c0) +O(s, n, 一 0 1, oe) 


>— Mht (WB) (wp — Mb -. (8.18) 


其 中 用 >0 是 常数 , a* 介 于 oo 与 a 之 间 ， 根 据 P, @ 所 满足 的 条 
件 容易 看 出 (3.12) 式 右边 sin 由 的 系数 可 以 大 于 1/2, 只 要 |a 一 ool 
与 。 足够 小 ， 于 是 结合 (3.12) 与 (3.18) 可 得 


Wsny> 1 Trp(oo—a) — AM. 


将 此 不 等 式 从 0 到 荆 积分 , 荆 是 y+(B, oo) 上 从 到 Bi 的 纪 长 ， 
得 
h(EL, 中 之 芳 ‘(ao -0) [Ll—e j= EK (m0—a), 
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其 中 五 >0 为 常数 .由 此 可 见 , 只 要 ao 一 o> 便 有 有 

h(L, o) >os, 
即 Bs(o) 已 越 出 线段 B14B 而 使 BB 位 于 Bi 与 Bs(o) 之 间 了 了 ， 出 于 
Bs(@) 沿 1 的 移动 是 x 的 连续 函数 ， 故 知 有 ua<o 仔 在 ， 使 ao 一 


%| < ， 而 Ba(02) 一 已 即 7 2，oa) 是 了 oa) 的 财 轨 线 . 显 见 


只 要 需 先 取 。 r 足够 小 , 可 使 此 闭 轨 线 全 部 位 于 Ts 的 邻 域 之 中 ， 
又 因为 当 c 一 0 时 om 一 oo 且 4 是 Ta。 上 任意 一 点 ， 故 对 固定 的 
se>0, 有 固定 的 oi 二 oo, 使 荆 。。 有 外 邻 域 和 ,被 04<a<oo 的 下 (@) 
的 闭 轨 线 所 充满 , 且 入 , 整个 位 于 Ts, 的 外 邻 域 之 中 . 
根据 定理 3-2，7,。 中 的 属于 不 同 也 (oe) 的 闭 轨 线 互 不 相交 ; 为 
确定 起 见 ， 设 六 ,的 外 境界 线 是 (az) 的 闭 轨 线 T。?、 要 证 明 对 
于 每 一 国定 的 ge oi 过 a 达 ao， 在 邻 域 入 ,中 有 了 (0) 的 内 稳定 环 及 
外 稳定 环 (可 能 重合 ) 存 在 , 只 须 注意 了 (0) 在 此 邻 域 中 必 有 一 条 最 
内 的 闭 轨 线 。 它 应 是 内 稳定 环 ， 因 为 如 果 它 是 内 不 稳定 ， 则 在 
Ts 与 了 之 闻 又 将 有 Tw 存在 ,其 中 co>a>o。，Tew 与 To 一 起 
构成 一 个 环 域 , 了 (o) 的 轨 线 与 它 相 过时 都 从 外 部 穿 进 内 部 去 ,于 
是 由 定理 38.15( 注 意 前 段 的 附注 ) 知 道 , 在 此 环 域 中 又 将 存在 他 (o) 
的 新 的 闭 轨 线 , 它 应 位 于 Ts 的 内 部 ,这 是 和 Ta 的 定义 相 耶 时 的 . 
同样 ,了 (a) 在 信 。 中 必 有 一 条 最 外 的 闭 轨 线 7w 它 应 是 外 稳定 环 ， 
定理 证 毕 . 站 
请 注意 , 由 定 替 8.2 与 定理 3.3 我 们 只 能 肯定 : 旋转 向 量 场 的 
完全 族 在 截 线 1 上 确定 了 一 个 单 值 连 续 函 数 a=a(n); 使 对 7 上 
举 标 为 n 的 点 Bn), 有 且 只 有 一 (ako) ) 的 唯一 的 闭 轨 线 Tw 通 
过 它 ， 函 数 em 的 存在 性 直 定 再 3.3 的 后 半 部 来 保证 ， em 的 间 
1 注意 后 而 定理 8. 城中 极限 环 的 存在 性 的 证 明 ,只 要 用 到 本 定理 中 的 存在 性 部 


分 就 壕 了， 网 此 本 定理 中 关于 板 限 环 稳定 性 的 证 明 可 以 应 用 定理 3 15 中 有 关 存 在 性 
的 结论 ， z : 
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值 性 由 定理 3.2 来 保证 ，a(”) 的 连续 性 利用 这 两 定理 亦 不 难 由 反 
证 法 得 知 。 但 是 我 们 却 无 法 肯定 必然 存在 Ts 的 足够 小 的 外 或 内 
邻 域 ， 以 及 与 oo 足够 接近 的 wm， 使 对 每 一 介 于 oo 与 w 之 间 的 ow， 
(a) 有 唯一 的 闭 较 线 位 于 此 邻 域 中 . 实际 上 ， 下 面 的 例子 正好 说 
明 这 种 邻 域 可 以 不 存在 . 

例 2 方程 


do Naf ， 1 
EE 4 十 2 tan [Cr To ) (sin ee 


+2)]=P(, ), | 
Co 1 +) -el y) 


(38.14) 
(其 中 ro>0，7=w +) 有 不 稳定 极限 环 7 一 7o. 由 此 作 均 后 
旋转 同 量 场 的 完全 族 F(@)， : 
We Pt y)oosa—Q(, Ysino, 
, (3.15) 
学 =P{w, ysina+Q(s, y) osoa,. 
我 们 要 研究 (a) 在 7 一 7o 的 邻 域 中 是 否 存 在 闭 轨 线 


令 玉 -2 二 所 沿 着 (3.15) 的 轨 线 计算 苹 ,得 到 


. 2r oonal| tan{ (Cr—ro) (sin +2)}-tana], | 
由 此 可 见 , 当 
tan| (一 ro)s(ain =——+2)|~iana 
或 让 是 方程 | 
: (7— -ro)s(sin 2 +2)= 一 as 19 
的 根 时 ， (内 就 有 闭 轨 线 -~ 六 曲线 \3， 16) 画 在 图 3 2 中 (只 考 


由 7>7。 的 情况 就 够 了 )， 它 夹 在 两 曲线 
hj rr) =o 与 i 3(7— ro) ~ 
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图 3.3 
之 间 . 视 x 为 了 的 函数 ， 研究 路 一 0 的 要 由 于 


一 3 Yo) (sin 


1 
= +2)— (r—ro) cos 


= () 
六 一 0 | 


二 一 ~0 的 根 很 接近 , 故 知 在 


的 根 当 17 一 ro| 足 够 小 时 与 co8 一 
1 
2jr 十 三 
附近 alr) 有 极 大 值 mo 它 差不多 等 于 8/ (2jz+ 亚 ) ,在 
T 
(中 一 8 和 十 可 


Yo 十 (bk*=0, 土 1， 土 2， “) 


Fo 十 


附近 ar) 有 极 小 值 %, 它 差不多 等 于 工 /((34 一 3)m+ 要 ) . 当 | 
很 大 时 显然 有 |ox| > | 哆 |. 这 表示 : 一 切 与 7 轴 平 行 且 与 它 足够 
氮 近 的 直线 ae 都 至 少 与 曲线 (8.16) 相 交 于 两 点 以 上 ， 以 交点 
的 模 耸 标 为 半径 的 每 一 个 (%, 角 ) 平 面 上 的 加 "一"* 都 是 了 (er 
的 孤立 闭 轨 线 , 因而 是 极限 环 ， 要 判别 这 种 极限 环 的 稳定 性 , 只 须 


oy 
dt 


amoosc [tan{ Cr—ro) (sin 2 +2)} 


一 tanir _ ro) "(ain 十 2)|] ， | 
就 可 看 出 : 如 果 交 点 人 r ,0) 位 于 有 曲线 (8:16) 的 上 升 统 段 上 ，, 则 对 


人 二 人 


上 人 人 人 
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r<r ”及 一 <0， 对 +>r* 有 - 字 - >0 (7 在” 附近 》, 即 加 7 二 7* 


是 五 (c ) 的 不 稳定 极限 环 . 到 之 ， 车 (7 0) 位 于 曲线 (3.16) 的 王 
降 弧 段 上 , 则 7=7 是 了 (le) 的 稳定 极限 环 ， 又 当 (~ ，w ) 是 曲线 
(3.14) 的 极 值 把 时 ,7=7 是 了 (ea ) 的 半 稳 定 极限 环 ， 

与 定理 3.8 完全 一 样 , 可 以 证 明 

定理 3.4 内 稳定 极限 环 Zo 若 为 正 ( 负 ) 定 向 , 则 对 任意 足够 
小 的 es>0, 一 定 存 在 mm>oo(os<ao), 使 对 一 切 w o<w<oaa (os 开 
xc<oao) 在 了 wu 的 内 邻 域 中 必定 存在 五 (o 的 一 个 外 稳定 环 和 一 
个 丹 稳 定 环 (可 能 重合 )。 又 存在 Zo。 的 内 5(<e) 邻 域 ,使 它 被 
人 (0) 的 闭 轨 线 所 充满 . 

对 于 不 稳定 极限 环 也 可 写 出 与 定理 3.83，83.4 类 似 的 两 个 定 
理 , 但 当 了 人 iw 的 定向 固定 时 ，a 的 变动 方向 应 与 上 述 两 定理 中 的 相 
及 . 

当前 述 单 值 连续 孙 数 a 的 反 函 数 mn(@) 也 是 单 值 时 ， 
2) 或 n(0) 显 然 是 单调 的 .因此 我 们 说 ,在 旋转 向 量 场 中 极限 环 
按 其 定向 与 稳定 性 的 不 同 , 随 着 a 的 增加 而 单调 地 扩大 或 缩小 . 对 
于 稳定 和 不 稳定 环 , 其 随 a 增加 而 变动 的 情况 可 以 列表 如 下 : 


定理 3.5 , 当 x 向 适当 的 方向 变动 时 ，_ 个 半 稳 定 极限 环 岂 
变 为 至 少 一 个 稳定 环 和 一 个 不 稳定 环 ， 分 别 位 于 此 半 稳定 环 的 内 
部 与 外 部 , 而 当 a 向 另 一 方向 变动 时 , 半 稳 定 环 消失 . 

【证 】 由 定理 3.3 与 3.4 以 及 上 表 知 道 , 对 于 正定 向 , 外 稳定 
而 内 不 稳定 的 它 的 外 3; 邻 域 应 被 一 切 对 应 于 四 <a<oo 的 极 
限 环 所 充满 ， 如 果 存 在 某 一 使 也 () 在 的 外 6; 邻 域 中 


IN 
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有 一 系 周期 环 ， 它 的 外 境界 7 是 外 稳定 环 ， 内 境界 Tv 是 内 稳定 
环 ， 那 末 我 们 可 以 把 Co。 与 所 转 的 环 域 看 成 是 (Qa) 的 一 个 广 
义 稳定 极限 环 ， 反 之 ,如果 Ts 与 Ts 之 间 不 是 由 了 (le) 的 闭 软 线 
所 充满 , 那 末 容易 大 出, 其 中 至 少 存在 (0 的 一 个 稳定 环 或 广义 
稳定 环 . 最 后 ， 如 果 卫 (在 Tu 的 外 51 邻 域 中 的 闲 轨 线 唯 一 存 
人 在, 则 必 为 稳定 环 , 

同样 , 了。 的 内 8 邻 域 亦 被 一 切 对 应 于 mm<a<oo 的 极限 环 
《= 所 充满 ,对 应 于 每 一 % 其 中 至 少 有 一 个 不 稳定 或 广义 不 稳定 
环 仔 在 ， 这 名 说 明 , 当 w 从 oo 减 小 时 , 7。 赔 变 为 至 少 一 个 稳定 环 
(在 它 外 邻 域 ) 和 一 个 不 稳定 环 (在 它 内 邻 域 )。 另 一 方面 , 若 a 从 
% 增加 , 则 根据 不 相交 性 (定理 8.2) 可 知 也 (a) 在 人 ,的 邻 域 中 不 
可 能 存在 闭 轨 线 , 定理 证 毕 . 

流 轴 半 稳定 环 的 定向 与 内 外 稳定 性 的 不 辣 ， 我 们 可 以 列 出 下 
面 的 表 ， 


稳定 部 位 
消失 时 ac 的 变动 方 阿 


is 一 一 PE 


定理 3.6 车 当 w 变动 时 ，7 所 遗 盖 的 区 域 是 B, 则 五 的 内 
外 境界 线 上 都 有 麻 点 (无 限 远 点 作为 奇 点 )。 

【证 】 设 了 是 区 域 忆 的 境界 点 ,而 B 不 是 奇 点 . 设 {B,} 为 R 
家 点 B,-> 了 3 当 m-> co， 对 每 一 点 Bu 必 有 一 个 环 T。, 通过 

， 由 完全 族 的 性 质 (3.4 知 , 可 设 一 切 m 都 在 0 与 之 间 , 因 而 
天 加 fx 至 少 有 -个 极限 上 a. 今 证 {om} 亦 只 能 有 一 个 极限 点 ， 否 
则 , 设 {on} 有 子 叙 列 


On—>a, on—>0 Fo, 


则 根据 向 量 场 对 于 (%, y, 四 的 连续 性 , 由 {B,} 的 子 叙 列 所 一刀 可 
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知 , (a) 在 所, 所 确定 的 方向 趋向 于 了 (a) 在 点 B 所 确定 的 方向 
自 子 叙 列 BB 一 可知, 了 (ow) 在 B 所 确定 的 方向 趋向 于 五 (a ) 在 
点 B 所 确定 的 方向 . 但 了 (a) 与 F(a) 在 点 吾 确 定 不 同 的 方向 ， 
因此 当 w 足够 大 时 , Ta, 应 与 To 在 点 B 附近 相交 ， 这 与 定理 3.2 
相 了 矛盾 . | 
现在 研究 五 (&) 中 经 过 点 B 的 轨 线 (a)， 由 于 B 不 是 奇 点 ， 
y(a) 唯一 存在 ， 易 见 y(a) 上 一 切 的 点 都 应 是 .R 的 境界 点 ，Y(@) 
的 或 a 极限 集中 的 点 也 都 是 玉 的 境界 点 ， 这 样 , 如果 y(a) 有 无 
根 远 的 名 或 a 极限 点 ， 则 定理 得 证 ， 现 在 假设 yla) 有 界 , 则 由 81 
定理 1.6 知 道 , 或 者 7(a) 本 身 是 闭 轨 线 , 或 是 y(a) 以 另 一 闭 轨 线 
三 为 o 或 a 极限 集 ,或 是 7Y(a) 的 极限 集中 含有 奇 点 ， 在 最 后 一 情 
况 定 理 已 得 证 明 . 今 证 前 面 两 种 情况 不 可 能 出 现 ， : 
先 设 y(a) 是 五 (a) 的 闭 轨 线 , 不妨 设 7( 史 是 且 韵 内 境界 线 . 
于 是 由 定理 8.3 或 与 之 类 似 的 定理 ， 当 a 从 a 向 适当 的 方向 变动 
时 ， 在 (OO 的 内 部 仍 将 出 现 (a) 的 闭 轨 线 ， 因 而 Y(0) 不 是 忆 的 
内 境界 , 与 假设 相 蔬 盾 . 
次 设 7(a) 正 向 (或 负 向 ) 盘 近 
Fa) 的 极限 环 Ts, 则 75 也 是 召 的 境界 
\_ 线 ,所 以 在 它 的 任何 邻近 应 存在 也 (en) 
”的 闭 轨 线 ，n 很 厂 , on -> 这 些 闭 轨 
线 互 不 相交 , 一 个 包含 一 个 地 , 如 图 
INTsy/ /3.3 所 东 . 当 nn 足够 大 时 ,T。, 可 以 任意 
CPP 接近 Ts; 但 不 能 把 它 包含 在 内 部 ， 候 
人 如 7y(@ 是 从 六 的 外 侧 盘 近 7 的 话 . 
图 33 “这样 ,如 图 3:3, 我 们 就 不 可 能 在 7 
的 外 部 找到 一 个 小 邻 域 ， 使 对 一 切 与 5 相当 接近 的 mm 都 满足 81 
定理 1.1 的 要 求 了 . 
:SA 下 面 假设 方程 3. 蕊 中 的 已 Q@ 有 关于 4% 0 a x 的 一 阶 连 续 仿 
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导数 ， 且 当 w= 0 时 方程 (3: 力 以 0(0, 0) 为 初等 毒 点 。 于 是 在 O 
附近 (3 可 改写 为 
本 oW，w)， 
(8.17) 
: ost dl yt ee, y, 0), . 
其 中 互 是 关于 y 的 高 阶 无 穷 小 , 又 | 
| 4(0) =a(0)a(0) -5(0)e(0) #0, (3:18) 
出 定理 3.1 知道 0 的 指标 不 随 a 而 变 , 故 4(o) 不 可 能 变 号 . 
今 再 设 加 
: A(@a) >0, a(0) +4d(0) #0, (3.19) 
则 0 是 了 (0) 的 粗 焦点 或 结 点 , 注意 
a(a+T) = P,.(0, 0, a+T) = 一 8Pe(0 0, o) = — ho (0), 
datT) =Q,(0, 0, a+T) = —hQy(0, 0, 0@) = —hdla), 
可 知 4(T) 十 4(T) 与 a(0) 十 4(0) 蜡 号 , 故 在 区 闻 (0, 了 了) 中 至 少 有 
一 个 a~=oo 使 &(ao) 十 dloo) 一 0. 这 时 0O 是 了 (oo) 的 一 次 近似 方 
程 的 中 心 点 ,但 0 对 五 (oo) 却 和 不 一 定 ， 如 果 @ 是 到 oo) 的 中 心 点 ， 
则 由 定理 3.2 知道 ， 对 ,xc 去 momod7) 89 在 下 (oo) 的 周期 环 所 
充满 的 0 的 邻 域 中 没有 闭 轴线， 如 果 0. 不 是 也 (ao) 的 中 心 点 ， 则 
它 是 (oo) 的 稳定 或 不 稳定 细 焦 点 ,这 时 可 以 证 明 下 一 重要 的 定理 
《 它 是 熟知 的 所 谓 Hopf 分 枝 定理 在 平面 定常 系统 的 复述 , 但 条 件 
较 弱 )， 它 在 本 书后 半 部 有 极 大 的 用 处 . 
定理 8.7 设 4(ao)>0 ckao) -dow 一 0 0 是 Fo 的 稳 
定 焦点 。 又 设 当 w>o 时 g(a) +TGd > 外 即 CO 已 遍 为 有 的 不 
稳定 焦点 了 ), 则 当 a 从 .qo 增加 时 , 点 办 附近 至 少 出 现 了 (的 的 一 
个 外 稳定 环 和 一 个 内 稳定 环 (可 能 重合 为 一 个 稳定 环 ). 和 
“ 【证 】 由 假设 知道 , 存在 O 的 一 个 小 邻 域 U, 它 被 7 (oo) 的 册 
线 所 充满 (图 3. 和 ， 且 这 些 螺 线 都 以 O 为 其 唯一 的 中 极限 点 。 在 
5 中 到 一 点 4 天 0, 则 由 4 出 发 的 四 oo 的 正 半 轨 线 Y 44，oo) 将 
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交 太 (ao) 在 和 4 的 法 线段 于 一 点 B， 且 O 点 应 位 于 由 y+(4, ao) 上 
的 螺 线 段 4B 与 4 点 的 法 线段 4AB 所 包围 的 单 连 通 区 域 中 ,根据 
解 对 参数 的 连续 性 可 知 ， 只 要 os> 
co 且 oa 一 ao 足够 小 , 则 对 一 切 位 于 
oa 与 之 间 的 ww 由 4 点 出 发 的 
R(o) 的 正 半 轨 线 + (4，o) 将 交 
AB 于 它 的 内 点 ， 并 且 4B 对 
不 (o) 来 说 是 截 线 , 亦 即 (le) 的 一 
切 轨 线 在 穿 过 4B 以 后 都 将 进入 
前 面 所 说 过 的 单 连通 区 域 ， 另 一 方 
图 3.4 面 , 0 又 是 了 (a) 的 不 稳定 焦点 ， 故 
由 环 域 定理 即 得 本 定理 的 证 明 , 

注意 ; 对 于 本 定理 , 旋转 向 量 场 的 条 件 只 是 保证 当 w 从 O 变 到 
T 时 , 指标 为 十 1 的 初等 奇 点 一 定 会 改变 稳定 性 , 从 而 对 于 某 一 区 
间 中 的 a 值 , 在 这 种 奇 点 的 外 围 一 定 存在 极限 环 , 它们 的 全 部 让 盖 
了 一 个 区 域 。 如 果 (8. 七 当 w 变动 时 不 构成 旋转 向 量 场 , 但 只 要 它 
的 初等 奇 点 O 能 改变 稳定 性 (自然 还 是 通过 细 焦点 )， 例 如 在 a= 
oo 的 时 候 。 那 末 由 定理 3.7 的 证 明 可 知 ?. 如 果 当 wu= on 时 O 是 稳 
定 焦点 ， 那 末 对 于 使 0 为 不 稳定 焦点 的 那些 a (位 于 oo 邻近 ), 在 
0 外围 ,方程 (3 二 必 有 稳定 环 ; 反之 , 如 果 当 &=ao 时 O 是 不 稳定 
焦点 , 则 对 使 0 为 稳定 焦点 的 那些 (位 于 ao 邻近 的 ) 在 0 外 图 

方程 (8.1 必 有 不 稳定 环 ， - 
”其 次 我 们 要 讨论 鞍点 的 分 界线 和 由 分 界线 所 构成 的 分 界线 环 
在 炊 转 向 量 场 中 的 行为 ， 以 及 由 分 界线 环 所 产生 的 极限 环 的 稳定 
性 等 问题 ， 在 这 方面 除 G. F. D. Duff 和 A. A. Amrpomos, R.A. 
Jeoiroaas 在 六 十 年 代 的 工作 以 外 , 还 有 马 知 恩 近 几 年 来 所 做 的 工 
作 =9， 此 外 ， 下 面 将 要 介绍 的 某 些 结论 并 不 要 求 F(a) 是 这 轩 癌 

而 证 明 中 只 用 到 IO 在 ao 改变 稳定 性 这 一 点 
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量 场 族 . 

定理 3.8[291] 设 R(o) 为 一 旋转 向 量 场 的 完全 族 ，0< 
a<T， 扇 形 域 40B 是 (ao) 在 奇 点 0 的 任 一 双 曲 域 (图 8.5)， 
那 末 当 a 由 oo 增 大 时 , 此 双 曲 域 的 两 侧 边 04 与 OB 将 绕 0 点 
道 时针 地 连续 转动 , 且 当 a 变 到 十 几时 08 将 转 到 04 的 位 置 . 

[证 】 以 O 为 心 作 足够 小 的 圆 弧 4 方 ，” 使 从 双 曲 域 中 国 出 一 
个 有 界 域 G, 它 的 内 部 不 含 了 (@) 的 奇 点 ， 且 被 了 (oo) 的 双 曲 轨 线 
所 充满 ， 由 于 向 量 场 的 旋转 性 质 , 当 a>m 时 五 (@) 的 罗 线 与 的 
两 侧 边 04，0B 相 过 者 均 由 正 向 进入 域 Q, 设 牙 为 08 上 任 一 
点 , 则 y*(M, om, (ac>oo), 进入 G 后 , 既 不 能 由 40 跑 出 ， 也 不 可 
能 进入 0 点 ; 否则 它 将 在 G 中 与 三 (a 的 某 一 轨 线 相 切 ， 不 可 能 . 
故 yi(M, 四 必 由 4B 上 某 一 点 入 跑 出 域 G. 当 玉 点 向 O 不 断 
接近 而 趋向 O 时 ,入 点 将 沿 B4 方向 单 向 地 移动 ， 但 又 不 能 越过 
4 点 , 故 必 存在 极限 点 克 ， 易 证 过 元 的 了 (@) 的 负 半 轨 必 进入 奇 
点 0. 


”现在 证 明 ， 当 a_>ow 时 0 六 将 趋 于 和 0OB 重合 ， 为 此 任 取 一 
单 洞 减少 而 趋 于 ow 的 参数 序列 {oan}, 设 向 量 场 了 (ow) 在 G 内 负 间 
进入 O 的 轨 线 与 圆 弧 4 的 交点 为 万 (如果 这 种 轨 线 不 止 一 条 ， 
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则 取 最 靠近 O08 的 那 一 条 作为 OR, )， 由 (8 是 易 证 明 ， 随 着 %> 
co, 万 , 将 沿 4B 方向 单调 地 向 B 点 靠近 ,但 它 又 不 能 超过 B 点 ， 
故 本 必 有 极限 位 置 , 设 它 为 7*， 今 证 六 '=B， 如 果 不 是 , 则 和 
应 在 B 点 的 有 方 , 这 时 (og) 过 BA 上 B 点 与 WV' 点 之 间 的 也 
的 负 半 罗 y-(E, ow) 必 能 到 达 邻 近 于 40 的 O 点 (图 8-6); 根据 
解 对 参数 的 连续 性 , 当 n 充分 大 , 即 |m 一 ao| <1 时 y-( 国 ww) 也 将 
到 达 G' 点 的 附近 . 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 (om) 已 有 过 丽 。 负 向 进 
入 0 点 的 加 线 把 吾 与 0 隔 开 . .因此 必 有 NN*=B. 再 注意 到 4B 
为 O 部 城内 与 双 曲 域 的 两 侧 边 相交 的 任 一 圆 弧 ， 就 知道 OB 将 随 
a 连续 地 向 逆 时 针 方 向 转动 ， 

“由 于 万 (oo 二 分) 与 P(e) 具有 同样 的 较 线 ， 但 正 负 向 相反 ,日 
当 moa 之 ao 十 人 时 有 8: 国 式 威 立 ， 所 以 当 且 仅 当 a 变 到 wo 十 了 
时 OB 才 旋转 到 04 前 位 置 .定理 证 毕 ?， 

推论 。、 设 也 (@) 为 一 旋转 向 量 场 的 完全 族 ; 0<a< 人 P， 则 当 a 
变动 时 鞍点 O 的 四 条 分 界线 都 绕 0 点 逆 时 针 转 动 ?， 当 a 从 0 变 
动 到 也 时 , 离开 (进入 )O 点 的 分 界线 正好 转 到 进入 (离开 ) O 点 的 
分 界线 的 位 置 。 

由 此 推论 立即 可 知 , 在 旋转 向 量 场 族 (0) 中 , 当 a 由 ow 变动 
时 琅 (ow) 的 过 远 点 的 分 界线 环 必定 破裂 ?>， 为 了 研究 分 界线 环 破 
裂 后 在 其 附近 什么 时 候 会 出 现 极限 环 , 我 们 先 介绍 一 个 较 古 典 的 ， 
判别 分 界线 环 稳定 性 的 定理 , 但 采用 [5 了 ] 的 证 法 ， 

定理 3.9 设 方程 @2. 蕊 有 过 唯一 贰 点 7 的 分 界线 环 Tu 且 
过 要 的 另 二 条 分 界线 位 于 Ta 的 外 部 ， 如 果 P, Q@ 为 一 次 连续 可 


1) 注意， 这 时 必 须要 求 过 对 向 量 场 在 参数 的 有 限 区 间 上 构成 完全 族 且 向 量 场 在 


0 的 倒 壤 中 处 处 旋转 , 否则 这 一 结论 不 成 立 ， 侦 如 全 一 4 加 oon, 它 对 0<o 


< 构成 完全 族 ， 但 向 量 场 在 两 直线 z=-0 与 y~0 上 不 旋转 . 这 时 一 切 进 入 离开)0 
的 饥 线 都 有 固定 的 斜率 土 l 不 论 & 取 什 么 数值 ， 
”2) :证 章 推 论 前 面 一 段 的 尾 注 。 


Iti ll 
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微 , 且 在 和 点 有 


Or 
则 Zo 为 内 侧 稳定 (不 稳定 )?. 
【证 】 下 面 仅 就 (Ps 十 )xw<<0 情况 立论 ， 不 妨 设 To 为 负 定 
回 。 作 旋转 向 量 场 的 完全 族 
& oa): =P, 21， ol)， HB, 4 四 
使 (2.1) 成 为 了 0), 例如 , 可 以 由 (3.1 出 发 作 均 匀 旋 转向 量 场 . 设 
>0, 因为 (Be(%, y, 0) + (wz, y, 0))w<0, 由 连续 性 可 知 必 


让 N 的 65 圆 形 邻 域 以 及 ”>>0, 使 当 (w, 9) 在 此 邻 域 中 且 |a| 过 ” 
时 有 / 


+0 (>0), (8.20) 


Pol%, y, +O ly, y, <—o<0,. (3.21) 
我 们 首先 证 明 : 在 Ze 的 足够 小 的 内 邻 域 中 不 存在 好 (0) 的 闭 
委 线 ， 假 如 不 然 , 在 Te 位 于 入 的 8 邻 域内 的 两 分 界线 上 分 别 取 
常 点 4: 与 4s( 图 3.7)， 轨 线段 45B4。 所 对 应 的 时 间 是 有 限 的 ， 
设 为 To, 而 轨 线 段 人 汕 与 4 六 所 对 应 的 时 间 均 为 无 限 大 ， 由 于 
Ps+Qs 连续 , 故 它 在 To 内 部 有 界 , 设 P+@, 二 用， 根据 解 对 初 
值 的 连续 性 ,万 可 取 41 的 邻 域 Bi 很 小 ， 以 及 4s 的 十 分 小 的 邻 域 
Ba， 使 从 (0) 的 闭 轨 线 上 位 于 Bs 中 的 任 一 点 尾 跑 到 Bi 中 
的 任 一 点 从 的 时 间 都 大 于 二 2- ， 又 设 卫 与 W 的 8 部 域 的 边 
界 的 交点 为 BJ, Bs， 于 是 加 


中 CQ dy 1 (Ps+ Qy) dt | ~ , (P+ QD 


+ (Ps+ QD) at+ | Pt) 
注意 式 右边 第 二 ,第 四 两 各 分 为 负 , 以 及 前 面 所 作 的 估计 ， 可 得 


了 此 定理 在 [163] 中 已 被 推广 到 通过 多 于 一 个 鞍点 的 奇 用 轨 线 的 情况 。 
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fb (Ps+Q) < MTo a 2 <0. (8.292) 


如 果 Lo 的 任意 内 侧 邻 域内 都 有 三 (0) 的 闭 轨 线 ， 则 二 或 是 周 
期 环 , 或 是 一 系列 极限 环 中 之 一 。 在 前 一 情况 应 有 


中 (Ps+Q) di=0, 


与 (8.22) 矛 盾 。 在 后 一 情况 ， 则 与 工 相 邻 的 极限 环 也 不 满足 
(8.22), 故 在 To 的 足够 小 内 邻 域 中 不 可 能 存在 (0) 的 闭 轨 线 


-图 3.7 图 3.8- 

现在 来 证 明 本 定理 .由 上 可 知 Fe 或 为 内 侧 稳定 , 或 为 内 便 不 
稳定 ， 二 者 必 居 其 一 ， 假设 为 内 不 稳定 , 我 们 来 导出 矛盾 ， 在 
To 上 任 一 常 点 4 处 作 也 (0) 的 足够 短 的 截 线 媚 使 过 7 上 一 点 B 
的 (0) 的 正 半 轨 线 再 次 交 1 于 0, 而 也 在 4 与 O 之 间 。 当 .0< 
a<1 时 1 也 将 是 了 (a) 的 截 线 , 且 了 (o) 的 过 B 的 正 半 轨 线 焰 再 
次 交 1 于 B 与 0 之 间 的 一 点 DD (图 3.8). 另 一 方面 , 由 定理 3.8 
知 也 (a) 的 离开 坟 的 那 条 分 界线 将 与 1 交 于 To 外 部 一 点 召 而 
进入 六 的 分 界线 则 将 与 1 交 于 Te 内 部 一 点 五 于 是 Pa) 的 轨 
线 六 为 ， 下 六 ， 8B 办 与 截 线 段 万 历 ，7 构成 满足 定理 1.6 推论 
的 环 域 , 故 其 中 至 少 存在 也 (a) 的 一 个 外 不 稳定 环 和 一 个 内 不 稳定 
环 (可 能 重合 )， 容 易 看 出 , 它们 都 应 位 于 I 的 内 部 ， 于 是 沿 着 
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这 种 环 应 有 
hPa, Y, 0) + Ryle%, Yy, oj }di>0., 


但 另 一 方面 ,根据 解 对 参数 和 初 值 的 连续 性 ， 只 要 如 点 与 4 点 是 
够 接近 , 且 |aj 足 够 小 , 则 上 述 积分 应 小 于 零 , 矛盾 ， 这 样 , To 必 为 
内 稳定 , 证 毕 ， 

注意 : 本 定理 的 证 明 并 未 用 到 鞍点 的 全 部 性 质 , 实际 上 只 要 在 
奇 点 W 成 立 (3.20) 式 , 而 Te 是 通过 唯一 奇 点 W 的 奇 闭 轨 线 , 且 
没有 其 他 的 To 内 部 的 轨 线 通过 六 ( 即 六 在 To 内 部 为 双 曲 域 )， 
则 定理 3.9 的 结论 便 成 立 . 

“应 当 指出, 如 果 在 术 有 名 -十 -名 - 一 0,， 则 过 太 点 的 分 界线 
环 To 的 稳定 性 不 能 确定 . 
例 3 券 虑 方程 

2 一 了 (Ge， ), 用-25- 3 +oy (te — +t) = Q(%, Y), 
: : (3.23) 

它 有 过 著 点 0(0， 0) 的 分 界线 环 To 3 一 十 妨 一 0, 这 里 
P.O, 0) 十 Qv(0， 0) =0. . 
但 取 玉 (%, 9) 一 一 ”十 y, 容易 算出 沿 方程 的 轨 线 有 


2 (w+). 


可 见 当 a<0 时 Lo 为 内 侧 稳 定 , 当 w>0 时 To 为 内 侧 不 稳定 . 
下 面 讨论 由 过 鞍点 的 分 界线 环 产 生 极 限 环 的 问题 。 先 考虑 
Fo 是 旋转 问 量 场 的 情况 
定理 3.10[52] 设 方程 (3*1) 关 于 a 构成 旋转 向 量 场 的 完全 
族 ; To 是 了 (ao) 过 鞍点 玉 的 分 界线 环 ， 如 果 在 入 点 有 
Fw, y, 00) | OQ(s, Y, o0) 3 co) <0 (>0), 《3.24) 


Do 


则 当 & 从 ao 向 适当 方向 变动 时 , .在 To 的 内 侧 邻 近 将 产生 F(&) 


dn 
dt 
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的 唯一 的 稳定 (不 稳定 ) 极 限 环 ， 而 当 “向 另 一 方向 变动 时 Te 消 
失 , 且 在 其 邻 域内 亦 不 存在 极限 环 . 
【证 】 仅 就 To 内 侧 稳 定 的 情况 来 证 
明 ， 如 图 3.9 设 Te 正定 向 .在 Te 上 任 
取 一 点 4, 过 和 4 作法 线段 如 当 1 上 的 点 B 
与 4 足够 接近 时 , 过 B 的 正 半 轨 线 ?+(B， 
oo) 将 再 交 1 于 4 与 BB 之 闻 的 一 点 0. 让 
从 m 增加 到 om，|au 一 ooj< 和 二 可 使 
(on) 过 B 点 的 正 半 罗 线 y+(B， m) 再 交 
l 于 B 与 0 之 间 的 一 点 DD 并且 1 上 的 
| 图 3.9 ”BD 线段 仍 保持 为 截 线 ， 男 一 方面 , 了 (a) 
已 不 再 存在 分 界线 环 ， 刀 (on) 的 从 六 离开 的 分 界线 i 永远 保持 
在 Te 的 内 部 , 进入 W 的 分 界线 Ts 永远 保持 在 To 的 外 部 , 设 它 
们 分 别 与 了 交 于 召 和 冯 且 万 柬 对 了 (0) 仍 保持 为 裁 线 ， 仿 前 定 
理 的 证 明 中 那样 我 们 得 到 一 个 环 域 ， 其 中 至 少 存 在 一 条 外 侧 稳定 
和 一 条 内 侧 稳定 的 闭 轨 线 ( 可 能 重合 )。 事实 上 , 仿 定 理 3.9 的 证 
明 中 一 样 可 证 , 所 产生 的 是 唯一 的 一 条 稳定 极限 环 . 
根据 定理 8.2 可 知 , 这 时 随 着 a 的 增加 , 分 界线 环 To 产生 的 
稳定 环 向 内 单调 缩小 而 完全 痪 盖 了 Ze 的 内 邻 域 ,同时 也 可 知道 ， 
当 w 从 ow 减 小 时 , 在 此 邻 域 中 不 可 能 有 (a) 的 闭 轨 线 了 。 定理 
证 毕 。 
注意 i, 如果 在 奇 点 N 有 / | 
oP Y a0) .68 wy Oo) (3.25) 


那 末 即 使 7 为 内 区 定 (内 不 稳定 )， 左旋 转向 量 扬 让 由 它 所 产 
生前 (a) (a 关 ao) 的 极限 环 的 唯一 性 也 不 一 定 有 保证 . 

” 例 4 将 例 2 中 的 方程 (3.14) 右边 各 乘 上 因子 [Ce 一 70)3+ 
妨 ], -所 得 的 方程 就 添加 了 一 个 高 阶 奇 点 《ro, 0)， 从 而 7=7o 也 就 
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变 为 分 界线 环 了 ， 显 见 在 (ro, 0)， 条 件 (3.25) 成 立 。 在 圆 了 一 Yo 
以 外 之 处 新 旧 方 程 的 轨 线 完全 一 样 ， 因 此 , 根据 例 2 的 分 析 可 知 ， 
当 向 量 场 作 均 匀 旋 转 时 , 由 a=0 时 的 分 界线 环 能 产生 ax¥0 时 多 
于 一 个 的 极限 环 . / 

与 细 焦 点 产生 入 限 环 的 定理 3.7 相 类 似 ， 我 们 可 以 给 出 过 细 
鞍点 ( 即 在 此 点 有 Ps 十 Q@, 一 0) 的 分 界线 环 产 生 极限 环 的 一 个 充分 
条 件 ( 不 限于 旋转 向 量 场 )，。 

定理 3.11[61] 设 有 售 参 数 a 的 方程 


FO: PGP yo WHA, yd, GD 


其 中 P, @ 关于 mw % a 连续 可 微 ， 设 了 (a) 有 鞍点 W， 它 不 随 w 
而 移动 . 又 设 当 |aao| 1 时 了 (Qa) 始终 存在 经 过 W 的 分 界线 环 
T.( 它 的 位 置 可 以 随 a 而 连续 移动 )、 如 果 
Ps(%, y, oo) +Qy(%, Yy, 00) |s=0, | 
且 Tu 是 下 (a0) 的 内 稳定 (不 稳定 ) 分 界线 环 , 而 当 0<|a-o|<<1 
时 有 : 
Paw, y, o) +s, y, 0) 1a>0 (<0), (3.26) 

则 在 ,的 内 侧 邻 域内 必 至 少 存在 了 (@) 的 一 个 外 稳定 (外 不 稳 
定 ) 的 极限 环 和 一 个 内 稳定 (内 不 稳 
定 ) 极 限 环 (它们 可 能 重合 )。 

【证 】 现在 仅 就 Ts 为 内 侧 稳 
定 , 且 发 散 量 P.+@v 在 入 大 于 零 的 
情况 来 证 明 ， 不妨 设 I 为 负 定 向 . 
在 了 ,上任 一 常 点 4 作 也 (oo) 的 截 线 
2， 由 和 有。 内侧 稳定 以 及 至 (四 关于 na 
的 连续 性 ， 仿 前 可 知 当 0<c 一 oo<d 
时 好 ( 办 的 过 如 (位 于 To 内 部 的 1 
上 ， 且 与 4 足够 接近 ) 的 正 半 雪 
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y'(B, ao) 将 再 次 浆 1 于 4 号 BB 之 间 的 一 点 已. 易 见 Zu 必 位 于 由 
y* (B, 多 与 DB 所 围 区 域 的 外 部 (图 8.10)， 设 Ze 与 了 的 交点 
为 BR. / 

男 一 方面 , 因为 当 0< jc 一 mk 时 (3: 26) 中 成 立 > 的 关系 
所 以 I。 为 内 侧 不 稳定 ， 从 而 在 的 足够 小 的 内 邻 域 中 , (oa) 的 
过 5 上 与 情 是 够 接近 的 上 如 的 正 半 轨 7 (8B,. m 将 再 次 交 ! 于 
如 与 D 之 间 的 点 了 ， 这样， 在 7*'(B, a), 7 (如, x) 与 截 线段 
BD，EBE 所 构成 的 环 域 中 , 应 用 环 域 定理 , 便 得 到 本 定理 的 结论 . 

注意 : 定理 3.11 的 证 明 与 定理 3.10 的 证 明 很 类 似 , 但 现在 的 
问题 是 定理 3:11 的 那些 假设 条 件 是 否 都 能 成 立 ? 这 一 点 看 起 来 不 
家 定理 5 10 或 定理 3 1 那样 明显 . 下 面 是 [541] 中 所 举 出 的 具体 俩 
子 . 

例 5 考察 含 参数 x 的 方程 
~ (1 Ho) Te of -= vy 

+360*gaP G08! — 192aw3y + 192%5 242 
=—P(y%, Yy, &), | (3.27) 
.| 人 W284- Dyt 0 Ce pa? 
=Q (2, Y, 0), 
容易 验证 当 a> 二 时 原点 0 是 (3: 中) 的 鞍点 记 
F(g, y, 0) 一 8z8 十 ?8 — Gangy, 
沿 着 (3:27) 的 轨 线 的 全 导数 为 


QF yy 2 
[enD( -名 
+ (240"—6ay)? |. 
显 见 当 o> 于 时 , (3. 中) 始终 存在 经 过 鞍点 0 的 分 界线 环 
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T,. 8os 十 中 一 6aogy 一 0. (8.28) 

由 于 Ps(0, 0, 0) 十 Qs(0, 0, 0) = 一 1 获 由 定理 83-9 知道: 当 

译 <a<1 时 7 为 内 侧 稳 定 ; 当 e> 工 时 7 为 内 鲁 不 稳定 当 。 
1 时 出 现 临界 情况 ， 这 时 


< (8w 十 久 一 6ooy) 24 一 0) ， 


从 而 在 《1 内 部 有 -一 一 <0， 不 难看 出 ， 此 时 荆 为 内 侧 不 稳定 . 


因此 根据 定理 8:11 可知 当 w 由 工 减 小 时 ,在 Ze 的 内 邻 域 中 将 
产生 7 o) 的 不 稳定 极限 环 . 
实际 上 , 当 wx 一 工时 方程 (8.27) 可 化 成 


公 一 —4v+2y +6(8% + — 62y) (4w3—Y), 


dy (0 


此 方程 除 远 点 0 以 外 还 有 一 个 奇 点 1 ( 亏 ,1)， 它 位 于 分 界线 环 


Ti 的 内 部 , 且 为 稳定 粗 焦点 ， 故 当 |a 一 1| 《1 时 , Z's 内 部 也 只 有 
唯一 的 奇 点 ， 它 仍 是 稳定 粗 焦点 ， 但 当 a<1 时 , 因 Z's 为 内 侧 稳 
定 ; 故 在 Te 内 部 必 有 不 稳定 环 Zw 它 把 奇 点 4 包含 在 其 内 部 . 
当 a 增 大 至 1 时 Ts 变 为 Tu 使 Za 改变 了 稳定 性 . 

应 当 注 意 , 在 疝 量 场 族 了 (@) 中 , 当 变动 时 , 除了 奇 所 和 分 界 
线 环 可 能 产生 极限 环 以 外 ， 也 可 能 由 于 轨 线 的 凝聚 而 突然 产生 极 
限 环 ， 这 一 事实 由 定理 8.5 便 可 看 出 ,因为 既然 半 稳 定 环 4w 当 
w 向 某 一 方向 变动 时 会 消失 , 那 末 如 果 a 的 变动 方 问 倒 过 来 ; 情况 
自然 就 是 这 样 : 原来 了 (a) 没有 极限 环 , 在 w 一 oo 时 突然 出 现 半 稳 
定 环 。 然后 To 就 分 型 为 至 少 两 个 极限 环 了 . 在 下 一 节 中 将 
证 明 这 种 突然 产生 的 极限 环 必定 是 多 重 环 , 当 了 (om) 不 构成 次 转 回 
量 场 族 时 这 多 重 环 不 一 定 是 半 稳 定 环 ， 如 何 判 别 一 个 含 参 数 的 万 
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程 当 参 数 变 动 时 (即使 构成 旋转 向 量 场 族 ) 能 否 突然 产生 多 重 环 ， 
这 是 一 个 很 重要 但 也 是 很 困难 而 尚未 解决 的 问题 . 

下 面 介绍 关于 旋转 向 量 场 理 论 的 推广 问题 ， 在 本 节 开 始 时 已 
经 提 到 许多 人 对 Duff 的 条 件 予 以 减轻 ， 例 如 ， 不 要 求 P,Q 存在 
偏 导数 , 让 不 等 式 (3.3) 也 允许 成 立 等 号 , 不 要 求 (3. 分 成 立 , 等 等 ， 
而 希望 Duff 的 主要 结论 ， 即 不 相交 定理 8.2 仍 能 保证 成 立 ， 陈 
翔 炎 较 多 地 从 几何 角度 来 考虑 这 个 问题 ， 认 为 要 保证 定理 8.2 成 
立 , 关键 问题 在 于 证 明 下 一 从 直观 土 看 来 明显 , 而 要 作 严 格 的 证 明 
却 并 不 容易 的 引 理 . 由 于 他 终于 找到 了 证 明 这 个 引 理 的 方法 ， 所 
以 他 对 Duff 理论 的 推广 比 其 他 一 些 人 的 工作 都 更 好 一 些 , 现在 就 
来 介绍 这 个 引 理 . 

引 理 [50] 设 L 是 逐 段 光滑 的 单 闭 曲线 , 其 参数 方程 为 z= 
P90, y= 下. 在 9g ,存在 的 点 记 。 : 

OETAGIUCIORIODE MAGOLACOR NO 
设 当 二 增加 时 Zo 为 正定 向 , 且 80) 之 0, 则 在 Lh 上 不 存在 使 方 
a | 人 一 个 
de Pls, Y), YW-Qe, D) (8.29) 

的 执 线 当 t 增加 时 跑 到 Lo 外 部 的 点 , 也 不 存在 使 (3.29) 的 轨 线 
当 t+ 减少 时 进入 I 内 部 的 点 . 如 果 改 L6 为 负 定向 , 或 改 使 
<0, 则 结论 恰恰 相反 ; 如 果 辣 时 成 立 “7Zo 为 负 定 向 ，@ (人 < 委 02， 矶 
引 理 的 结论 仍 保持 成 立 。 如 常 ， 这 星 假定 P, Q 连续 ， 地 
(8.29) 的 解 的 唯一 性 . | 

. 【证 】; 条件 @Q) 光 0 相当 于 : 方程 (8. .29) 的 过 I 上 光滑 点 的 
轨 线 当 : 增加 时 或 者 进入 Is 内 部 , 或 者 在 该 点 与 I6 相 切 。 这 一 
性 质 显然 与 Po 的 参数 表示 无 关 , 故 不 失 一 般 性 可 以 认为 在 p02)， 
(存在 的 点 恒 有 pC 十 WG) 关 0; 例如 ， 可 取 二 作曲 线 的 约 
长 ， 设 gb， 由 的 的 周期 为 全, 并 且 除 了 在 
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j= (G0, 1, 0 NT 
等 % 个 点 以 外 ,gp ,区 处 处 存在 连续 . 

今 证 对 任 一 4E (8-y 纵 ,方程 (外) 的, 当 t=t 时 过 (gp 从 ), 风 中 )) 
的 解 (zol(z), yo(t)) 在 t 增 加 时 不 能 离开 Lo 跑 到 Lo 外 部 去 .用 
反 证 法 , 设 存 在 3:>0 使 当 i€ Gi 二 全) 时 (mol), gob)) 位 于 
外 部 ， 我 们 要 导出 了 矛盾。 考虑 一 个 辅助 的 含 参数 微分 方程 . 


罕 -PG WD- OD, -Qe WD +r, 
tE(t —1， 为 天 “>0. 


(3 . 30) a 


设 它 的 满足 条 件 : 
t=t 时 v=90), y—4 0) 
的 解 是 x 一 vo), y 一 ya( 引 ， 由 于 gg?) 十 W309)>0, 故 必 存 在 
682.>0, 3 一 min (十 一 下 一 直人 ,使 当 如 t”" Eft— Ga3， i 十 8s] 时 恒 有 
EAL ACOESAOOAGD EA 
又 因 方 程 (3.30)。 的 右 端 函数 连续 , 故 存在 >>0, 使 当 0<a<1 
iE [i ?+63] 时 (wa(t), ye( 介 ) 与 Lo 上 对 应 于 1E [f+6, 了 + 了 了 一 
69] 的 弧 段 不 相交 , 取 8 一 min(82，6s), 先 证 当 0<a<l, tE [hit 
和 时 (we),， Yel ) 必 在 内 
部 ， 注 意 当 + 一 ? 时 有 
"AOLAOETAGIAG, 
OETAGERAG 
>0, 
故 当 从 ?增加 时 (za, ya( 引 ) 3-11 
必 进 入 To 内 部 .如 果 在 某 一 卖 E (人 G ;8] 它 与 I6 再 次 析 交 于 
(p(t2) ,ta)), Bh woldi) =9 (ta), Yalti) = (ta), 则 加 人 03, 
i+82), 且 在 交点 处 应 有 
Yalt)P (to) — Lalti)y (ta) SO 


但 另 一 方面 又 有 
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Ya ti) 9 (ba) — Wat (to) 
=Q(p(ts), Pt)) 9 ta) — Ppta), Pt2)) Pp (ta) 
十 c[LP (1) 9 (ta) + DV (to) >0, 

矛盾 ， 这 就 证 明了 当 0<a<1, tiE 人 了 +0] 时 (wa( 人 )， ya()) 应 
在 Lo 的 内 部 . | 

显 见 当 0<a<1 i€ GG, 2+0] 时 ，{(wa(t), ya())} 是 一 致 有 
界 等 度 连 续 函 数 族 , 且 由 于 方程 (8.29) 满 足 解 的 存在 唯一 性 , 利用 
Arzela 引 理 可 证 / 

lim za) =o Ct), lim y(t) ~yolt), +€ [ 3+ 


一 致 地 成 立 , 因而 当 iE [7 ?十 可 时 (wo( 信 , go( 引 ) 不 可 能 跑 到 I 
的 外 部 , 与 假设 相 了 矛盾 .由 于 方程 (3.29) 的 过 (yp( 约 ， 出 (t) 邻近 
的 点 的 轨 线 当 二 增加 时 已 证 明 不 能 跑 到 Ze 的 外 部 去 ， 故 由 解 对 
初 值 的 连续 性 可 知 ， 它 的 过 (o( 妇 ， 峭 ( 幻 ) 点 的 雪线 当 t 增加 时 也 
不 能 跑 到 Z 的 外 部 去 ， 引 理 证 毕 2. 
现在 可 以 把 $1 定理 1.6 的 推论 , 即 环 域 定 理 推广 如 下 : 
定理 3.12 设 五 (= 二 3) 是 逐 段 光 滑 的 单亲 曲线， 靖 二 Ts 
I 的 参数 方程 是 z 一 和 ui( 念 ，g 一 由 鸭 ; 在 互 ，Ls 以 及 由 它们 所 图 
成 的 环 域 BR 内 部 不 含 方程 (8.29) 的 奇 点 、 又 设 对 gs, 岂 都 存在 
导数 的 点 恒 成 立 
PDD), hl)) OP pOD), hd)>0 (<0), 
po(t)Q pat), iolt)) — 了 jo(t) P(gpa(t), a(t)) 0 (>0), 
则 方程 (3.29) 当 五 ,zs 为 正定 向 时 在 BR 中 存在 稳定 (不 稳定 ) 极 
限 环 ; 当 和 ,Zs 为 负 定向 时 在 及 中 存在 不 稳定 (稳定 ) 极 限 环 . 
这 一 结果 比 [53] 的 更 好 ， 其 次 , 本 节 定 理 3.2 可 推广 为 ， 
定理 3.18 ”如 果 对 两 个 方程 组 - 


1) 若 分 别 考虑 Lo 上 使 @() 一 0 的 点 集 ( 闭 ) 和 使 @( 风 >0 的 点 集 ( 开 )， 以 及 
方程 (3.29) 过 这 些 点 的 轨 线 的 性 态 ， 则 本 引 理 的 证 明 可 以 简化 ， 且 不 必 引 入 方程 
(3.30)6, z 
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do plw, YW), Ws, y) (1, (8:31) 


常 成 立 Pi(%, 9) Qa (%, Y) 一 了 J 了 aw, Y) Qi (2, 9) 之 0( 志 0), 则 它们 的 
闭 轨 线 或 者 重合 或 者 不 相交 . 
【证 】 设 五 是 方程 (38:31); 的 闭 轨 线 ， 其 方程 为 v= gt), 
y 一 出 (人 (=1, 2)， 车 石 与 Ls 相交 但 不 重合 , 则 只 有 两 种 可 
能 ; 1. 五 与 Ls 外 切 或 内 切 ; 2. Ls 有 在 五 外 部 的 点 , 也 有 在 五 
内 部 的 点 ， 在 前 一 情况 , 在 切 点 处 (如 果 它 们 沿 着 整个 一 段 绒 相 
切 , 亦 即 有 公共 弧 段 , 则 把 这 整个 弧 段 理解 为 一 点 ) Ls 当 t 增加 和 
减 小 时 将 同时 进入 五 的 内 部 或 外 部 .在 后 一 情况 , 在 五 上 必用 
有 I 当 t 增加 时 进入 五 内 部 ， 又 有 当 二 增加 时 跑 到 五 外 部 的 
点 . 但 
-AGLACAGIEAOE AGLACAORAO), 
= [PiQ: 一 QuP]:-oooy=wo>0 (<0), 
由 引 理 即 知 前 述 两 种 情况 都 不 可 能 发 生 , 证 毕 . 
显然 , 两 方程 有 公共 闭 轨 线 的 充 要 条 件 是 
Pi(o Y) Qsl%, 一 Po Qi Y=0 
有 闭 分 支 , 且 这 闭 分 支 是 方程 的 闭 轨 线 . 
既然 不 相交 定理 3.2 可 以 作 如 上 的 推广 ， 那 末 旋 转向 量 场 的 
定义 也 就 可 以 作 相应 的 推广 了 . 
定义 3.2% 设 有 含 参 数 向 量 场 族 (3.1)， 如 果 对 任 一 固定 的 
(wo, yo) 以 及 oo, 总 存在 正 数 5Cwo, yo, 00), 使 当 wE [go 一 6, oo 十 
6] 时 但 有 
(Q (wo, yo, OP (wo, Yo, 00) ~ P (vo, Yo, 0) Q (ro, Yo, oo) ) 
“sgn(a—~o) >0 (<0), | (8.832) 
则 称 (8 也 为 平 硬 上 的 广义 旋转 身 量 场 . / 
根据 本 节 前 面 几 个 定理 的 证 明 方法 可 知 ， 除 了 牵涉 到 等 式 
(8: 多 的 结论 以 外 ， 其 他 的 结果 在 定义 8.2 之 下 都 仍旧 保持 成 立 ; 
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当然 , 现在 还 要 加 上 新 的 可 能 性 ， 即 : 对 应 于 不 同 参数 的 向 量 场 有 
可 能 有 相同 的 闭 轨 线 . 

关于 旋转 向 量 场 理论 在 研究 极限 环 的 唯一 性 和 二 次 微分 系统 
( 即 当 (3.29) 右 边 为 z, 9 的 二 次 多 项 式 时 的 系统 ) 的 极限 环 问题 
中 的 应 用 将 在 以 后 各 节 中 看 到 . 现在 先 来 证 明 两 个 定理 ， 它 说 明 
这 种 理论 可 以 导出 环 域 定理 和 得 到 8$1 定 理 1.9 的 道 定理 5 
为 了 叙述 简单 起 见 ， 在 下 面 的 定理 8.14 中 对 环 域 的 境界 线 作 较 强 
的 假设 . 

”定理 3.14 设 在 方程 (3.29) 中 PP(w, 9) 与 Q(z, 急 为 一 次 连 
续 可 微 , 又 存在 一 个 不 含 奇 点 的 环 域 G, 它 的 内 外 境界 线 都 是 二 次 
连续 可 微 曲 线 , 且 (8.29) 的 轨 线 与 G 的 境界 线 相 遇 时 都 从 外 部 进 

入 内 部 , 则 (3.29) 在 G 中 存在 外 稳定 环 与 

内 稳定 环 ( 可 能 重合 ). 

【证 】 设 G 的 内 外 境界 线 分 别 为 0 
与 02. 今 规定 在 O: 上 逆 时 针 方向 为 正方 

向 , 0: 土 顺 时 针 方 向 为 正方 向 . 我们 首先 来 

构造 一 个 方程 使 它 具 有 闭 轨 线 01,，0s， 注 

意 到 在 0; 上 任 一 点 (z, 幼 ; 由 方程 (3.29) 

图 3.13 ”的 轨 线 正 向 ( 即 t 增加 的 方 徊 ) 转 到 O4 的 
切线 正 向 所 需 的 角度 车 记 为 p(w, 切 , 则 方程 


一 卫 (z， y) coag lw, y) —Q(%, Wsingle, 9) = _ Pro y), 


dy _ p(s, y)sin plo, y) +Q(e, cosg lv, Y) = (6, 内 
(83.83) 


便 以 O01, Cs 作为 它 的 闭 轨 线 (图 3.12)， 

然而 (3.33) 在 0 之 外 没有 定义 ， 因 此 必需 设法 把 p(w, 急 连 
续 地 延 拓 到 GG 中 去 ， 设 和 GG=1, 2) 是 Ce 的 8 邻 域 , Wi 与 
Ns 无 公共 点 , 亦 不 包含 3.29) 的 奇 点 。 定 理 中 的 条 件 保证 子 订 以 
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在 0; 的 邻 域 中 引进 曲线 坐标 (s 2), 记 9g(%, 起 =9(s, 0) 当 
(%, 4) EOt， 再 定义 


到 gin3 NT 十 方 (s， 0) eos 3 当 (%, 9 EN,, 


5 5s 
pL, Y) = 
2 当 (%, Yy) EN,. 
/ (8.84) 
显 见 p(w, 急 在 Gi 中 有 连续, 且 在 OO， 以 外 的 地 态 恒 大 了 了 稚 . 现 
在 再 造 一 个 新 的 方程 


. 各 ~ Plz, Yy, 0) =P(%, oogat Pp (%, Naina, z 


3.35 
wae y, 0) =Q (7, yoga (%, y) sin a, * ) 


容易 算出 
| P* Q 一 SnDaw cosal 


四 ‘=P -QP 一 (天 十 4)sin g>0, 
因为 0 和 ps<m， 因 此 (3.85) 关 于 mE [0, mw) 构成 广义 旋转 向 量 场 
的 完全 族 ,. (8.35) 当 a 一 喜 时 成 为 方程 (3.33)， 此 时 它 有 正定 向 的 
闭 轨 线 0 与 负 定 向 的 闭 轨 线 Cs， 由 于 O 与 0 定 癌 相反 ， 故 区 
域 G 不 可 能 被 方程 (8.83) 的 闭 轨 线 所 充满 ， 否 则 01 与 0; 应 有 
相间 的 定向 ， 这 样 , (3.83) 在 G 中 有 景 大 的 正定 向 闭 轨 线 Oi( 它 
可 能 就 是 0)， 根 据 定理 3.3， 当 « 向 适当 方向 变动 时 这 将 扩 
大 .出 于 GQ 中 没有 奇 点 , 根据 定理 8.6，(3.85) 的 闭 轨 线 全 体 (对 
一 切中 所 遮盖 的 区 域 及 应 包含 整个 区 域 6% 就 是 说 ，Ox 可 以 扩 
大 而 到 达 0a?， 但 在 扩大 过 程 中 定向 不 会 改变 ， 故 必 在 “一 避 一 
5 一 一 各 或 在 wx 一 下 十 交 一 - 开 时 扩大 到 达 0s, 这 是 因为 在 oa 一 


If Q| cosSa Sinol 


SGT 
SS < 


了 如 果 (333) 在 G1 与 0; 之 闻 还 有 负 定 向 闭 轨 线 05, 则 取 ( 最 内 的 YC5 以 代替 C5， 
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- 亚 或 ,时 (8.85) 成 为 

人 一 一 Po y), YQ(%, y), 
它 以 0 为 正定 向 闭 轨 线 ， 但 是 从 号 变 到 一 尽 必须 经 过 0, 从 部 
变 到 3 红 时 必须 经 过 ,而 在 «=0 或 w 时 (8.35) 成 为 (8.29) 或 


名 -Plw,WD， 弄 =-Q(s, 人， 


这 就 表示 方程 (3.29) 在 G 都 必定 存在 几 守 名 它们 之 中 的 最 外 
面 的 一 条 必 为 外 稳定 环 , 最 里 面 的 一 条 必 为 内 稳定 环 ， 当 然 , 也 可 
能 (3.29) 在 G 内 部 只 有 唯一 的 极限 环 ， 这 时 它 必定 是 稳定 环 ， 定 
理 证 毕 . 

下 面 我 们 证 明 在 适当 的 条 件 下 ， 判别 闭 轨 线 不 存在 的 
Poincaré 定理 ($1 定理 1.9) 是 存在 道 定理 的 . 

定理 3.15[48] 如 果 方 程 (8.29) 在 某 一 单 连通 区 域 G 内 存 
在 唯一 的 指标 为 二 的 初等 奇 点 0, 但 在 G 中 不 存在 闭 轨 线 ， 则 
必 存 在 G 的 子 区 域 G* 及 在 其 中 定义 的 连续 部 微 的 立 苑 证 数 
h(%w, 护 ， 使 它 关 于 (8.29) 的 全 导数 在 G" 中 保持 定 号 且 不 等 于 堆 
(点 0 除外 )。 

【证 】 首先 我 们 来 确定 记 需 的 区 域 er 并 由 (8- 29) 出 发 移 和 
一 个 方程 ,使 它 以 O 点 为 中 心 点 ， 且 其 闵 轨 线 充满 Ge 为 此 ,由 


(8.29) 作 均匀 施 转 向 量 场 
攻 ? y) con ee— Qo, Dw : 
入- 1 (83.86) 
-Pe, Wsinat Gl, Woosa. : 


由 定理 8- 7 后 的 注 间 和 完全 族 (8- .86) 的 闭 胃 线 全 体 这 访 卫 
一 不 区 域 印 ， 它 的 内 境界 为 O 点 ， 外 境界 线 上 必 有 奇 点 ， 所 以 4 
至 少 在 某 些 方向 要 越 出 HG， 到 9 中 全 部 位 于 G 内 部 的 闭 轨 线 所 
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构成 的 集合 为 G (图 3.18). 今 对 点 (2 甸 EG 定义 函数 a (5, 幼 
的 值 就 是 完全 族 中 通过 此 点 的 闭 轨 线 所 对 应 的 参数 “的 值 。 于 是 
方程 


人 p(y gcosor (9 — QL, Yy)sino (wv, Y) 


=P(s, y, %), (3.37) 


WY =P, ysino(s, W) +Q, Woose (e, W) 
=Q(%, y, 0) 

便 有 一 系 闭 轨 线 充满 区 域 4， 因而 以 0 为 中 心 点 . 

下 面 我 们 来 证 明 利用 (3 87) 
的 正 交 轨 线 可 以 构造 出 适合 定理 
要 求 的 函数 h(w, 9), 如 图 3.183， 
从 0 点 出 发 作 人 :3 的 任 一 条 
正 交 轩 线 5 以 及 记 5 的 弧 长 ， 从 
O 点 量 起 ， 今 在 G"* 中 定义 函数 
hz， 办 如 下 : 对 一 点 4(%, 9) 
EG*, 假设 (3.37) 的 经 过 点 4 的 图 3:18 
闭 轨 线 了 与 了 交 于 B(wo, go)， 那 末 就 取 了 在 B 的 弧 长 ho 作为 
h(w, 9y) 的 值 ， 现 证 h(w, 9) 有 一 阶 连续 偏 导数 . 假设 1 的 参数 方 
程 为 v=g(h), Y= bh). 方程 (3: 87) 的 闭 轨 线 族 的 方程 为 v= 
z(s, hh), y=Yy(s, 内 ,其 中 s 表示 闭 轨 线 的 弧 长 , 从 7 上 的 点 量 起 ， 
顺 时 针 为 正 ， 于 是 显 见 有 %(0， Ab) =9(h), y(0, 2 由 (和 ， 由 于 
7 与 Tr 在 交 点 处 相互 垂直 , 故 


Ox | 
实 膀 / | (v0, Yo, 0 oa yo)) Pp C10) 1 £0, 
: wa oy | Go go, (wo, yo)) (bo) | V+ 


因此 由 wo 一 xz(0, 加 ) ,yo 一 y(0， ho) 可 解 出 加 为 v0, yo 的 一 阶 巡 
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续 可 微 函 数 。 另 一 方面 ， 很 据 拥 对 初 什 的 连续 可 微 性 以 及 熟知 的 
公式 

Ox Oy 
Oro Oo 
Or Oy 
Oyo Oyo 
可 知 wo, Yo 有 对 必 9 的 一 阶 连 续 偏 导数 ， 因而 作为 z, Y 的 复合 
函数 的 ho==h(wo,，yo) 也 有 对 2 9 的 一 阶 连 续 偏 导数 ， 最 后 我 们 


证 明 人 3- 是 定 号 的 为 此 只 要 注意 (3.37) 的 闭 轨 线 是 由 旋转 向 量 


场 (8.36) 所 产生 的 ， 而 当 a 变动 时 向 景 场 (8.86) 将 严格 旋转 故 
(8.39) 的 轨 线 不 可 能 与 (3.37) 的 闵 轨 线 相 切 ， 即 (3.37) 的 闭 轨 线 
都 是 向 量 场 (3.29) 的 无 切 弧 . 因此 沿 (8.29) 的 轨 线 有 


dh Oh 


之 > 泛 是 < 要 看 0 是 让 2 罗 下 二 
定 奇 点 而 定 ,定理 证 毕 . 

在 要 结束 关于 旋转 向 量 场 的 讨论 以 前 ， 研究 一 下 坷 点 可 以 和 
动 的 旋转 向 量 场 的 某 些 性 质 是 有 趣 的 . 明确 地 说 ， 现在 我 们 假设 
向 量 场 的 奇 点 随 着 参数 6 a 的 变化 而 移动 它 可 以 消失 也 可 以 分 解 ， 
但 发 求 分 解 后 的 奇 点 最 多 为 有 限 个 ， 且 不 与 原 向 量 场 的 奇 点 重合 . 

定理 3 18 能 在 旋转 向 量 场 中 移动 或 消失 的 奇 点 只 能 是 指 
标 为 零 和 不 合 李 国 域 的 奇 点 C291 / 

【证 】 设 对 a 六 ao, (ow) 的 奇 点 0 移动 成 为 le) 的 厅 点 

， 由 于 0 对 (as) 来 说 是 常 点 , 故 存 在 以 0 为 心 的 足够 小 的 加 
0, 0 C 上 及 其 内 部 都 不 含 as) 的 奇 点 , 并且 只 含 了 (oo) 的 唯一 
奇 害 0, 显 见 O 关于 了 (a) 的 指标 为 堆 , 但 用 (on) 的 岗 量 与 (oo) 
的 向 量 之 间 的 夹 角 均 小 于 m， 所 以 C 关于 (ao) 的 指标 也 是 零 ， 
亦 即 O 的 指标 为 零 ， 同 理 可 证 Q 在 (oy) 中 的 指标 也 是 零 ，，. 


| a 
_+G 
一 ol Te ~>0 
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现在 假设 (ao) 的 奇 点 0 邻 域 中 含有 椭圆 域 .对 于 任 一 oa 关 
ao 设 0 移动 成 为 了 (ow) 的 奇 点 0， 那 末 我 们 总 可 找到 0 的 足够 
小 的 椭圆 域 QG, 使 它 不 含 (a) 的 任何 奇 点 。， 由 于 G 的 边界 轨 线 
是 一 条 从 0 出 发 又 词 到 0 的 轨 线 ， 故 经 过 G 的 边界 上 任 一 挟 PP 
的 有 (oz 的 轨 线 在 进入 ( 当 t 增加 或 减 小 时 )G 以 后 只 能 从 OO 点 
穿 出 G. 由 于 了 的 任意 性 , 故 0 是 丸 (o) 的 奇 点 ， 与 假设 相 矛 盾 . 

推论 在 旋转 向 量 场 中 初等 奇 点 不 能 随 参 数 的 变化 而 移动 . 

注意 : 如 果 旋 转向 量 场 族 不 是 定义 在 全 平面 , 则 在 其 定义 域 的 
边界 上 的 初等 奇 点 有 可 能 随 参 数 的 变化 而 移动 . 

例 6 和 6 为 参数 的 方程 


一 0 一 4 十 7200 一 Y ， wy. Z 十 CT， 


PY at 


Ff | 
6 206 


所 以 方程 在 直线 1+av 一 0 的 两 边 构成 不 同 旋转 方向 的 旋转 向 量 
场 族 ， 不 难 验证 这 时 位 于 Taz=0 上 的 两 个 初等 奇 点 (指标 分 别 
为 十 与 一 了 的 位 置 将 随 6 的 变化 而 上 下 移动 .， 

与 定理 8.2 类 似 , 现在 仍 成 立 

定理 3-17 在 奇 点 可 随 参 数 a 的 变化 而 移动 的 施 转向 量 场 
F(o) 中 , 设 I 是 也 (0) 的 奇 闭 轨 线 或 闭 轨 线 (6 一 1, 2), 则 当 a 大 
os 时 六 与 了 互 不 相交 . 

与 定理 3.8 和 3.4 对 应 , 我 们 有 

定理 3.18 在 旋转 向 量 场 族 媚 (o) 中 , 设 奇 点 0 随 参 数 “的 
变化 而 连续 移动 ,但 不 分 解 为 几 个 ， 设 (oo) 是 了 (os) 的 外 稳定 
(外 不 稳定 ) 奇 闭 轨 线 ， 则 当 a 从 mo 向 适当 方向 变动 时 ， 在 了 的 
外 侧 邻 域 中 必 至 少 存在 了 (的 一 条 包含 Te 在 其 内 部 的 闭 或 奇 
闭 轨 线 ;又 车 五 (o) 的 奇 点 不 移出 To. 的 外 部 ， 则 的 外 侧 必 有 
(0) 的 闭 轨 线 ， 
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证 明 从 略 , 见 [291]1. 

关于 旋转 向 量 场 理论 , 一 个 重要 而 值得 研究 的 课题 是 ， 应 该 给 它 再 加 一 
个 什么 样 的 条 件 才 能 保证 对 于 每 一 个 F(a) 只 存在 唯一 的 极限 环 ? 在 这 方面 
[50] 得 到 一 点 结果 , 但 条 件 又 嫌 太 强 , 故 适 用 范围 很 小 . 

读 了 定理 3.9, 人 们 自然 地 会 想到 如果 在 奇 闲 轨 线 上 有 几 个 鞍点 ， 而 发 
散 量 在 这 些 鞠 点 的 值 有 正 也 有 商 ， 这 时 如何 来 判 | 别 这 条 奇 财 轨 线 的 稳定 性 ， 
关于 这 方面 有 下 A. deprac 的 工作 丰 条 , 他 得 到 的 主要 结果 如 下 

设 奇 闭 胃 线 并 为 正定 向 , 设 对 GG 一 1 031 一 二 2 …%) 是 卫 上 第 守 个 鞍 


点 处 的 两 个 特征 根 ; 其 中 好 > 0> 入 , 记 和 = -和 /守则 当 IExw>IHC< 了 TD 时 rT 


为 稳定 (不 稳定 ) 
关于 平面 含 多 参数 的 向 量 场 中 由 奇 点 产生 极限 环 的 研究 还 有 也 
Takens[56] 等 不 少 较 近 代 的 研究 工作 


习 题 


1. 试用 环 域 定理 证 明 本 节 定 理 3:2。 
3. 证 遇 本 池 的 (3.12) 式 与 $2 的 (3.267 的 第 一 式 是 一 致 的 , 其 中 的 如 
与 为 是 同一 函数 


3. 由 方程 
De 3)2, 
一 (一 4) (7 一 二)Seej 7 -一 3 六 
4 | 0<r<4 且 713; 
pi 和 / 
dt jw 当 +=1; 


出 发 构 和 一 区 各 这 转向 量 场 的 完全 放 Re)， 研究 极限 环 随 参数 变动 的 情 
况 ,并 指出 极限 环 所 迹 盖 的 区 域 ， 
4 试 将 旋转 向 量 场 中 极限 环 变化 的 情况 与 方程 | 
Oar ta tta)+EK-0 (A) 
ah : 
a 一 0 
无 实 根 , 又 羽 是 常数 ， 问 下 =0 的 方程 (入) 对 应 于 旋转 向 量 场 中 的 哪 一 匀 


3， 旋 转 问 量 场 中 的 极限 环 ?1 
情况 ? 
5 证明: 具有 正 的 函数 行列 式 一 2- 的 点 变换 m4 一 f(z, 殷 ， 细 一 
9(z, Yy) 将 旋转 向 量 场 的 完全 族 仍 变 为 完全 族 [46]. 

“6. 设 及 (P, 4@) 与 酚 (P*， 9*) 为 满足 本 节 开头 所 给 的 条 件 1 即 (3-2) 
式 ) 与 条 件 3 的 向 量 场 , 且 它 们 有 相同 的 奇 点 , 则 存在 一 完全 族 F(a) 使 PC0) 
= 也 ,|( 守 = 的 充 要 条 件 是 在 一 切 党 点 都 成 立 PO* 一 QP* > 09， 

7. 设 由 方程 (3.1) (对 一 切 四 的 包含 奇 点 O 的 闭 轨 线 全 体 所 这 盖 的 开 
环 域 为 G(O 点 除外 )， 在 G 中 定义 函数 a*(z, y) 如 定理 3.16 的 证 明 中 那 
样 . 试 证 : 若 P, 8 有 连续 一 阶 偏 导数 , 则 a*(z, 乡 在 G 中 亦 有 连续 一 阶 信 
导数 , 且 满 足 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 [sl 

ge oo 全 PC om) 0， 
8. 利用 0 是 方程 
P=Ple, y, og, ), 型 -go mo Yy)) 
的 中 心 点 这 一 事实 证 明 : 车工 是 方程 (3.1) 的 闭 轨 线 , 则 


/ ff 80 da* ， 
OX 下 元吉 加 


其 中 互 (9) 是 (3.1) 的 正 交 轨 线 的 曲率 ,2 表示 ar kz, 殷 沿 工 的 外 法 线 方 


on 
向 的 方 同 导数 
9. 证 明 : 若 方 程 


d 
Pr, 9), =, Y) 


dr _ dy 
或 rr APY, Ay), Fr YY, My) 


关于 Xe (0, 二 ~) 形成 广义 旋转 向 量 场 , 则 方程 (3.29) 不 存在 闭 轨 线 ， 
10. 试 就 下 列 方程 验证 定理 3.31 的 结论 ks 


字 ={[y+z(1—2z—y)lcosa—[—r+y(l--2— yy)1sina} 
[C2—g(0)) +y], 
Wytol ey linat[ -sty zy) jo 


[C2— g(a))2+ 
其 中 取 i) g(a)=V1littana; ii) g(a)=V1li+a; 证 ) g(a)=MVIi+tan 2 . 
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11. 试 从 旋转 向 量 场 的 观点 来 体会 $1 定理 1.13 的 合 义 ， 
12, 证 明 方 程 


dz _ AY om) 
-一 9 十 OZ 十 2 一 多 ， 京 wl 25) (0>0) 


的 经 过 较 点 ( 夸 , 1>0) 的 位 于 “= 于 左 方 的 两 条 分 界线 必 包 轩 原点 0， 候 
设 已 知 当 8=0 时 0 为 稳定 焦点 试 证 对 革 些 83>0, 在 9 外 围 至 少 存在 两 个 


极限 环 ， 
13， 试 应 用 8 工 习 题 10 以 及 旋转 向 量 场 的 理论 证 明 下 面 的 无 环 关 别 准 


划 5381 z 

设 在 方程 守 一 y 一 Fz) -Q(%)， 剖 gb®) 中 的 P(e) 与 g(r) 如 $1 
习题 19, Cw) 为 奇 函数 . x92) <0( 或 >0), 则 不 存在 闭 轨 线 

14， 设 奇 闭 轨 线 了 上 有 两 个 获 点 yz， Na 以 div 7, 记 在 ,点 的 发 


量 的 值 . 证 明 : 当 


+ ~ CV a (或 <) 


时 工 为 稳定 (或 不 稳定 )， 这 一 条 件 也 可 改写 为 当 
div Nidiv Ns> (<)Mdiv Na + Ndiv Na 
时 1 为 稳定 (个 稳定 )。 


.$4. 极限 环 随 参数 而 变化 的 一 般 情 况 


在 研究 了 旋转 向 量 场 中 极限 环 的 较 有 规则 的 变化 情况 以 后 ， 
现在 我 们 进而 研究 含 参数 微分 方程 

| =Plv, y,@, YW- yo (4 
的 裤 限 环卫 关 参 数 的 变动 而 变动 的 一 般 情 本 节 要 讨论 的 主 
题 共有 三 个 ， : 

I. 假设 荆 是 (4:1)。-o 的 一 个 极限 环 , 间 当 az#0 而 与 零 很 
接近 时 方程 (4.1) 在 工 的 邻近 是 否 仍 有 极限 环 , 如 果 有 的 话 , 是否 
为 唯一 ? : | 
开 . 研究 当 mas，|az|, |os| 都 很 小 时 , 位 于 并 邻近 的 方程 
(4'1)a 与 (4'1)a 的 极限 环 是 否 不 相交 ， 

III， 假设 (4-1)。-o 有 一 系 充 满 某 一 环 域 的 周期 环 ， 研 究 当 
a*0 而 |a| 其 小 时 方程 4. 是否 存 在 极限 环 ， 如果 存 在 的 话 ， 当 
o>0 时 其 极限 位 置 是 (4.1)o-e 的 哪些 周期 环 *. 

早 在 1954 年 日 本 数学 家 占 部 实 吕 已 经 用 第 2 节 说 过 的 
JamyHoa 方法 详细 研究 过 这 三 个 问题 , 由 于 国内 看 不 到 上 述 杂志 ， 
陈 翔 炎 [5 门 完全 独立 地 用 TEaqea 方法 重 又 得 到 他 的 那些 结果 , 并 
且 对 于 第 三 个 问题 得 到 更 好 的 结果 . 现在 我 们 就 按照 后 者 的 方法 
来 讲述 这 几 个 问题 . 

假设 方程 (4- 二 中 的 P, Q 对 于 w 包 “有 以 后 所 需 用 到 的 各 
阶 连续 偏 导数 , 又 设 当 a=0 时 方程 (4.1) 有 闭 轨 线 了 ,其 方程 为 


1 显 见 在 这 时 如 果 把 a=0 包括 在 内 , 那 末 研究 对 应 于 不 同 a 的 极限 环 是 否 相交 
是 没有 意义 的 如果 把 a=0 除外 , 那 末 这 问题 就 化 为 问题 I 


?4 极 限 环 伦 
v=—gp(s), y=w(s), (4:2) 
其 中 8 是 从 六 上 某 一 定点 量 起 的 缴 长 , 顺 时 针 方 向 为 正 。 和 第 2 
节 一 样 , 将 坐标 系 移 到 上 去 , 得 到 方程 
然后 定义 后 继 函 数 
VD (no, s0; 0) =n (Vso, No, $0, 0) 一 90 
-| 5 (s, n(s, no, 8S0, 0), ods, (4.:4) 
其 中 1 是 了 的 周 长 ,nn(s, no,so, 内 表示 方程 (4.1)e 的 当 s 一 so 
时 %=70 的 解 ， 显 见 n==n(s, no so, 0) 是 ( 革 :1)。 的 闭 轨 线 的 充 
娶 演 件 为 
z Vno, 30, 0&) =—0, : (4 5) 
n(s, 0, so, 0) 二 0 和 到 (0， go, 0)=0, 
定理 4 和. 
Wuw Oe 9 
wl0, so, 0) =ef" 罗 | Pe ts Us. 《人 7) 
【证 】 (4:6) 已 在 第 2 节 中 得 到 (注意 它 的 数值 不 依赖 于 so)， 
今 证 愤 : 六， 将 他 ' 甸 两 边 对 w 求偶 号 数 ， 得 到 
alee, so 由 = 9 + a 8 


注意 名 如 满足 变 分 方程 


和 初始 条 件 -22 


一 0, 可 知 


On "pe ds fstse 一 | Fr ds ~ 
一 cj é j。 Fds, 
名 
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代入 (4.8), 再 分 部 积分 , 得 到 


(no, S0, 0) ef: Had 人“。 ds (4.9) 
在 第 2 节 中 已 算出 | 
F,(s, 0, 0) =H (s), (4:10) 


它 表 示 方 程 (4.'1)。-o 的 正 交 胃 线 的 曲率 在 本 上 的 值 ， 类 似 地 容 
易 算出 
Fals, 0, 0) = [P(g(C8), ys), 0)Qa(® (Ss), pls), 0) 
-Gy 08GG $9), 0 
[Pag (8), $6s), 0) + Qs), $s), 0)1™ 
一 DO (s) /Do (4:.11) 


其 中 .26 人 表示 方程 (4.1) 的 轨 线 的 斜 角 9 关于 a 的 偏 导数 在 
x-0, n~0, ss 处 ( 即 荆 上 缴 长 为 s 之 处 ) 的 信 . 
在 (4.9) 中 令 no=a 一 0， 注 意 n(s, 0, so, 0) 二 0， 以 (4:10)， 
(4.1 了 两 式 代入 , 得 到 
wl0, s0, 0 人 


显 见 沿 着 忆 , 瓦 (9 是 s 的 周期 为 了 的 周期 函数 ， 在 上 式 右边 的 积 
分 符号 中 作 变换 s= s% 十 %， 然 后 再 记 s 为 s 即 得 (4.7)。 定理 证 
毕 . 

”本 节 研 究 问题 的 方法 主要 是 在 适当 的 条 件 之 下 对 (4.5) 应 用 
隐 范 数 存在 定理 , 把 mw 解 出 来 表示 为 a 与 so 的 单 值 函数 ,或 是 把 
a 解 出 来 表示 为 we 与 so 的 单 值 函数 . 因此 首先 应 该 注意 ， 这 样 
得 到 的 结果 都 是 小 范围 的 。 其 次 ， 注意 在 问题 I 中 起 作用 的 是 
(0，so，0), 因为 当 它 不 等 于 零 时 就 可 由 (4: 钱 解 出 

no= no(s0, 0), 

它 在 lc| 很 小 时 是 单 值 可 微 的 ， 这 表示 对 于 每 一 个 绝对 值 足 够 小 的 
a 有 唯一 的 mw 满足 (4: 想 ， 亦 即 方程 (41)。 在 人 的 邻 域 中 有 唯 
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一 的 闭 轨 线 , 它 通 过 点 (s0, m0)，。 反之, 若 
了 (0 so 0) =0, 

则 (4.1)。 的 闭 轨 线 的 存在 或 唯一 性 都 得 不 到 保证 了 ， 在 问题 J 
中 起 作用 的 则 是 (0,， so,，0)， 当 它 不 等 于 零 时 就 可 由 (4: 辐 解 出 

/ a = ao(so, 70)) 
它 在 |no| 很 小 时 是 单 值 可 微 的 ; 这 表示 通过 点 (so m0) 的 方程 (4: 了 1) 
的 轨 线 只 有 当 
cx 一 Q(Sso，20) 
时 才 是 闭 轨 线 , 因而 对 应 于 不 同 K 的 方程 (4.1 的 闭 轨 线 不 可 能 相 
交 、 反 之 , 如 果 : | 
(0, s0, 0) =0, 
则 不 相交 性 便 成 了 问题 . 站 

由 定理 4. 容易 得 到 

定理 4.2 车 方程 (4.1) 关 于 a 构成 旋转 向 量 场 ， 则 极限 环 的 
扩大 率 (或 缩小 率 ) 无 一 处 为 零 

【证 】 由 定理 所 指出 的 条 件 知 道 E>0; 因此 由 (4*7) 看 出 

| ~ Yal0, so 0) >D, 

夏 由 (4 网 可 和解 出 单 什 天 waw no), 且 存 在 - 
t=0 of RY 1 和 
其 值 对 一 切 so 重 不 等 于 堆 车 工 为 单 重 稳 定 环 (已 设 为 象 定向 ) 
则 上 式 右边 分 母 大 于 堆 ， 从 商 


. dno | 
ee 


即 随 “ 的 增加 而 扩大 ， 反 之 , 若 为 单 重 不 稳定 环 , 则 
| , 


Mino 
| 1 企 . 1 da 


>0 


“有 


0, 
w=0 中 人 
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即 忆 随 w 的 增加 而 缩小 。 这 些 结论 是 符合 于 定理 8.4 后 面 那个 
表 中 所 规定 的 ， 若 工 为 多 重 环 , 则 
dn 一 oo 
do :m=0 ” 
这 也 恰当 地 反映 出 定理 3-5 所 得 的 结果 . 

推广 定理 4.2 的 条 件 , 可 得 

定理 4.3 ”车 对 一 切 s。 有 (0, so, 0) 二 0， 因 而 保持 定 号 ， 
则 在 三 的 充分 小 的 邻 域 中 对 应 于 不 同 a 的 方程 (4.1) 的 闭 轨 线 必 
不 相交 . 

【证 】 由 定理 的 条 件 知 对 每 一 so(0<so<D), 方程 (4 四 在 经 
过 (so 0) 的 《的 法 线段 上 确定 w 为 mw 的 单 值 函 数 , 它 有 一 个 长 
度 不 为 零 的 存在 区 间 , 且 满 足 条 件 a(so, 0) =0, 因此 根据 Weiers- 
trass 定理 ,，a(so, m0) 有 一 个 最 小 的 不 等 于 零 的 仔 在 区 网 Ww 的 区 
间 )， 它 适用 于 一 切 so， 这 就 表示 本 存在 一 个 邻 域 被 方程 (4: 二 的 
闭 轨 线 所 充满 。 这 些 闭 轨 线 是 互 不 相交 的 ,已 在 定理 4.2 之 前 说 
明 过 了 3?， 

但 应 注意 , 虽然 a 是 mo 的 单 值 函 数 ， 其 反 画 数 却 不 一 定单 值 
特别 , 只 要 对 于 某 一 so, a 的 值 域 缩 为 一 点 a=0, 则 显 免 对 一 切 
so wu 的 值 域 都 是 a 一 0, 这 时 工 是 方程 (4:1)o-o 的 一 系 周期 环 中 
的 一 个 , 而 由 不 相交 性 , 方程 (4.1)s-o 在 并 的 小 邻 域 中 没有 闭 轨 
线 ， 又 应 注意 , 定理 4.3 所 肯定 的 不 相交 性 只 适用 于 绝对 值 相当 
小 的 w 对 应 的 闭 轨 线 不 但 位 于 六 的 小 邻 域 之 中 ， 并 且 当 a>0 
时 以 工 为 极限 位 置 ， 我 们 称 这 种 闵 轨 线 为 第 一 型 的 . 很 可 能 方 
程 (4.1) 对 于 某 一 绝对 值 较 大 的 a 有 一 条 闭 轨 线 7", 它 与 一 相 
交 , 但 当 “一 0 时 "的 极限 位 置 却 是 方程 (4-1)a-o 的 另 一 - 闭 轨 


DD 严格 些 说 ， 由 定理 的 条 件 知 当 |mo|， [gl 足够 小 时 ， 对 于 任 一 so 有 
We (no, So, o)>0 (< 0). z 
今 设 有 fo 与 人 a, 交 于 (80， 内)， 则 
WW (ns, s, 的 ) 一 到 (党 oa) 一 0， 


从 而 有 G5 介 于 al 与 06 之 间 使 人 hms, 5, 0) 一 0， 与 前 式 序 拓 ， 
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线 zi。 对 于 与 忆 定理 4.8 就 不 适用 了 ， 我 们 称 六 (对 于 并 
来 说 ) 是 第 二 型 的 闭 罗 线 ， 如果 有 限制 |a| 要 足够 小 , 那 末 在 工 的 适 
当 小 邻 域 中 就 不 存在 第 二 型 的 闭 轨 线 了 ， 和 否则 将 与 解 对 参数 的 连 
续 性 相 了 矛盾 . 

为 了 保证 定理 4.3 的 条 件 成 立 ， 除 了 假设 方程 (4.1) 对 a 构 
成 旋转 回 量 场 以 外 ， 还 可 以 有 其 他 办 法 . 为 此 先 证 ， 

引 理 9 1 若 4 个 是 单 重 环 ， 则 对 一 切 0<so<, VW. 0, so, 
0) 有 相间 的 符号 . 

【证 】 在 (4- 力 中 令吉 +s~s 并 注意 
/ | hee 
即 得 | 
Wl0, %, 0) - -J 人 de 

-ee 人 ”ee 00 gy, (4.19) 


90 


显 见 2 200) 关于 有 周期 又 由 
人 HO OH HO 
-[ oa ze H Oh, 
可 知 e 人 2 关于 亦 有 周期 1 这 样 , 418) 可 改写 为 
(0, w, 0) = | of aa 2bG0 J 


= ef (0, 0, 0) 证 旨 


根据 这 个 引 理由 定理 《4.3 立刻 可 得 . 

定理 4. 和 车工 不 是 单 重 环 与 周期 环 ， 上 且 吊 (0, so, 0) #0 
对 某 一 so 成 立 , 则 当 a 向 一 方 或 两 方 作 微小 变动 时 , 在 工 的 邻 域 
中 方程 (4:1) 有 闭 轨 线 , 并 且 对 应 于 不 同 a 的 闭 轨 线 必 不 相交 . 
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推论 ”者 当 a=0 时 方程 (4:1) 有 一 系 闭 轨 线 充满 了 了 的 小 
邻 域 0, 则 对 a 去 0( 但 |a| 很 小 ) ,方程 (4:1)。 能 在 U 中 有 团 轨 线 
的 必要 条 件 是 

也 so(0，so， 0 =0. 

这 一 推论 在 研究 第 三 个 问题 时 很 有 用 处 . 

与 定理 4.3 相对 应 的 , 我 们 有 熟知 的 

定理 4.5 若 工 为 单 重 环 ( 即 轨 ,,(0, so, 0) x 人 0), 则 当 |a| 足 
够 小 时 方程 (4.1) 在 工 的 邻 域 中 有 唯一 的 第 一 型 单 重 环 Ze 它 写 
Z 有 相同 的 稳定 性 . 

【证 】 由 和 0， so 0) 六 0 知 |， 当 a| 足 够 小 时 (但 不 退缩 为 
一 点 wx=-0) ,方程 (4.5) 确定 rw 为 a 的 单 值 连续 可 微 函 数 , 满足 条 
件 

no(0, s0) 一 0， 


改 的 存在 与 唯一 性 得 证 ， 又 因 中 了 H(s， 中 de 的 值 随 “ 以 及 了 。 
的 位 置 而 连续 变动 , 故 知 
pH (s, 0)as=0, 
则 当 |a| 其 小 时 
中 H (s, ods 
与 之 同 号 , 即 Ts 亦 为 单 重 环 , 且 与 忆 有 相同 的 稳定 性 .证 毕 . 
定理 4.5 说 明 ， 当 a 从 0 向 任何 一 方 作 微小 变动 时 单 重 环 不 
会 消失 , 并 且 保 持 稳 定性 ， 定 理 4.:4 则 说 明 , 当 了 是 多 重 环 ( 但 非 
周期 环 ) 且 
yo C0, So， 0 #0 z 
对 某 一 so 成 立时 , 至 少 当 a 回 某 一 方 自作 微小 变动 时 极限 环 亦 不 
消失 ,但 不 保持 重 数 ， 亦 不 保证 唯一 性 ,例如 半 稳 定 环 在 旋转 癌 量 
场 中 分 裂 为 二 就 是 一 例 . 
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定理 和 .6 车 久 ,(0, so, 0) #0 对 某 一 so 成 立 则 三 是 半 稳 
定 环 的 充 要 条 件 是 almo, so) 在 mo 一 0 取得 严格 极 值 , 即 当 a 自 堆 
问 某 一 方 问 变动 时 方程 (4:1) 在 了 的 两 侧 同 时 出 现 极限 环 ， 而 当 
wa 癌 男 一 方向 变动 时 极限 环 消失 
\ 证 】 不 妨 设 对 so 有 
2 (0 st, 0) >0. 
了 是 存在 5>0, 使 当 |a|<5, |no| 过 8 时 亦 有 
Dino, si oO 
又 由 色 (0， 中 0) 0 知道 ,方程 (4 5) 在 经 过 点 (@, 0) 的 了 “的 法 
线段 一 eno<e 上 确定 : 
goal, 3)) 
为 m6 的 单 值 连续 函数 . 
今 设 a 在 mo=0 取 极 小 值 , 则 存在 wo 的 小 区 间 
[一 0，77 ns, 8]， 
使 对 其 中 一 轨 %o 关 0 有 
a no, $0) >0, 
不 妨 设 ;如 此 之 小 ,使 7<5, 且 clno，s?) <<6 当 |mo| nm， 这样， 
帮 ?0E€ (0, nm), 则 
Va (no,. so, no, s0)) >0. 
但 已 知 VD (no, so, a no, 80)) -0 
故 ww, $, 0) <0, 
即 Tr 为 外 稳定 辕 样 ， 若 moE (~ 0), 仍 可 导出 
NC s¢, 0) <0, : 
即 二 为 内 不 稳定 , 合 在 一 起 可 知 了 为 半 稳 定 . 
反之 , 若 工 为 外 稳定 而 内 不 稳定 ， 则 对 足够 小 的 区 间 [ 一 一 ?7 风 
趾 的 一 切 向 中 有 留 (wo， 50, 0) <0) 与 
Vom, sh >0 及 Yng, 50, rno, 0) 0 
一 起 可 以 看 出 必 有 xo，50) >0 对 ?和 关 0， 即 wa 在 m=0 取 极 
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小 值 . 

由 于 半 稳 定 环 是 多 重 环 , 故 在 定理 4.6 的 条 件 下 如 果 7 是 半 
稳定 , 则 不 但 «在 no=0 取得 极 值 ， 而 且 充 满 二 的 邻 域 的 闭 轨 线 
互 不 相交 。 显 见 这 定理 是 定理 3.5 的 推广 其次, 我 们 又 可 以 把 
定理 4:4 推广 成 为 

定理 和 ?9 设 工 为 方程 (4'1)。co 的 万 重 环 1<h<oo, 又 存 
在 一 so, 使 罗 (0, so, 在 a=0 不 取 极 值 , 则 当 a 加 一 方 或 两 方 变 
动 时 本 不 消失 ， 县 对 充分 小 的 方程 (4 了 在 了 的 邻近 不 能 有 
多 于 上 个 的 极限 环 . 

【证 】 由 假设 知 对 任 一 s>0 可 以 找到 oi 过 0<os,|as| 过 s, 使 
多 (0, so om) 与 多 (0, so os) 异 号 , 因此 又 存在 3>0, 使 对 一 切 no， 
[26| 过 56, 于 (oo， so 01) 与 罗 (n0, so) 异 导 。 于 是 对 满足 |7ro ,去 
6 的 任 一 no 至 少 可 以 找到 一 个 wo), 其 值 介 于 om 与 m2 之 间 , 使 
(no so (70) ) 一 0， 这 表示 方程 (4.1) ao, 有 财 轨 线 通 过 点 (so， 
m0) ， 如 果 一 切 almo) 寺 0, 则 工 是 (4'1)a-o 的 周期 环 ， 与 假设 不 

合 , 故 alm) 的 值 域 是 一 个 非 零 区 间 ?, 它 可 能 以 a=0 为 内 点 ， 亦 
可 能 以 x 一 0 为 端点 、 注 意 ， za) 不 一 定 是 单 亿 疼 数 ， 即 对 应 于 不 
同 c 的 极限 环 可 能 相交 . 

其 次 , 假设 存在 数列 wm 一 0， 使 方程 (4: 1)。 丰 下 的 邻 域 中 常 
有 上 十 土 个 或 更 多 的 第 一 型 极限 环 ， 则 对 至 少 有 8 十 工 个 中 (j= 
T 2,…, 十 1), 使 

Vny, so 0) =0 (j=1, 2, ,f+1i;i=1, 2,**'), 
于 是 由 Rolle 定理 知 必 存在 no 使 
mb, s, =0 GC=1, 2,*), 
其 中 到 介 于 诸 坊 之 间 。 在 上 式 中 令 i%->o0, 则 a 一 0, mw 一 0. 
故 得 / 时 : : 


9 如 果 罗 (0, 50 so, a) 对 于 a 不 是 解析 的 ， 则 须 在 定理 中 改变 芝 (0， mu oa) 在 wu=0 
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x (0, so, 0) =0, 
这 和 和 芽 是 重 环 的 定义 相 了 矛盾 .因此 当 |a| 充 分 小 时 方程 (4:1) 
在 了 的 邻近 不 能 有 多 于 8 个 的 极限 环 ， 证 绒 ， 

仿 此 可 以 证 明定 理 4.:5 的 下 一 推广. 

定理 4.8 设 罗 lrw, so 0) 在 mo=0 不 取 极 什 ( 即 工 为 稳定 
环 、 不 稳定 环 或 某 种 复合 极限 环 )， 则 当 .a 向 两 方 作 微小 变动 时 极 
限 环 都 不 消失 . 

但 应 注意 ， 这 时 即使 工 为 (4.1)u-o 的 稳定 环 或 不 稳定 环 , 方 
程 (4.1)uxe 在 工 的 邻 域 中 " 仍 可 能 有 多 于 一 个 的 极限 环 ， 因而 保持 
稳定 性 的 话 也 失去 意义 . 

总 结 以 上 各 定理 可 知 , 具有 在 下 述 两 条 件 邮 时 成 立 的 情况 , 当 
0 从 零 疝 两 方 变 动 时 ,极限 环 三 都 有 可 能 消失 ， 

到 Co 50, 外 对 一 切 % 在 ro=0 取 到 极 值 ( 即 并 为 半 稳 定 
环 或 某 种 复合 极限 环 )。 
2rv (0 so 对 一 切 so 在 a=0 取 到 极 值 . 

还 应 注意 的 是 ， 在 上 述 各 定理 中 我 们 所 得 到 的 不 相交 性 的 结 
论 都 是 局 部 的 ， 即 它们 只 肯定 在 适当 的 条 件 下 两 个 (对 于 工 来 说 
是 ) 第 一 型 的 极限 环 Zr 与 Tu(wxoa，|o| 入 二 不 相交 ， 而 不 能 
肯定 是 否 任 意 两 个 Ze 与 ,Cu (oer*o9) 亦 不 相交 ， 不 面 证 明 

”定理 4.9 如 果 方 程 (4、 -已 对 于 “构成 广义 旋转 向 量 场 则 任 
二 Lu 与 rau(oa 关 oo) 必 不 相交 ， 

【证 】 不 妨 设 oae<o， 且 了。 为 正定 向 ， 由 于 在 Ta "上任 一 

点 有 
Plw, y, oa)Q(%, Y, 四) 一 PC y, te 9，oa) 

to>0， 

故 了 (os) 的 轨 线 与 T。 相 直 时 或 是 ( 当 增加 时 ) 穿 出 ， 或 是 相 切 

地 穿 进 , 今 以 /au 代替 定理 3.14 的 证 明 中 的 CO P(w, y, oo) 与 

Q(w, yo) 代替 其 中 的 已 凡 与 (zz 9y), 可 以 作出 一 个 新 的 依 
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赖 于 参数 B 的 广义 旋转 向 量 场 . 
过 = 了 cosB+P’ sin 8 人 Vg cos B+Q* sin B. 


此 方程 当 6 一 地 时 以 To 为 轨 线 , 并 且 .了 (oz) 的 轨 线 与 了。, 邻近 


的 (对 应 的 B 与 扣 相差 很 小 ) 闭 轨 线 相遇 时 ， 都 应 不 相 切 地 穿 出 
由 此 显 见 4 = 不 能 和 了“ 相交 . 
下 面 研究 问题 II. 设 方程 (4.1)o-。 有 一 系 闭 轨 线 充满 闭 轨 
线 工 的 邻 域 ， 由 定理 4.4 的 推论 知 可 设 多.(0, sw 9) 一 0 对 一 切 
sg， 否则 当 a*0 而 |aj 绝 对 值 甚 小 时 方程 (4 了 不 可 能 在 三 的 邻 
域 中 有 闭 轨 线 现在 就 so~0 的 情况 来 研究 条 件 
2 (0.0 0) = 人 Ce 党 2 ds 一 0。 (4:14) 


把 积 分 变数 。 下 为 时 间 变 数 ;注意 由 第 字 姑 
of a 一 e 一 人 Pa tOyo)dt + dlo8(P} +0Q8) 
\/ Pz- 了 Qi oJ PeotQy)at 
V PE(O0) +Q2(0) " 
其 中 Po=P(f(t), g(t), 0), Qo= (f(t), g(t), 0); v=f(t), 4 盖 
9 是 二 的 方程 ; 又 


ds= ~ PS+Qs :十 Q5 dt, 一 一 i 
可 得 
gi.(0, 0 0) 


-了 G ‘oo— QoP oo dt= / 
(4: 15) 


引 理 4.2 0。 —f (Ps 二 22 2 与 Ek (Pzro+Qyo et po 沿 荆 取 值 时 
是 方程 (4.1)。-o 关于 周期 解 2 二 了 (t)，y 一 g0) 的 变 分 方程 的 共 声 
方程 的 周期 解 . 
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【证 】 引 理 中 所 说 的 共 诡 方程 是 


一 一 Po 9(6), OEé1— Qf (tb), 9(t), 0)é2, | 


党--PUG,9D, O&O gD), Oés. 1 
(4.16) 


要 证 明 此 引 理 ， 取 各 一 ee。 6 -ee Po 代 
入 (4.16) 直接 验证 即 可 . 
现在 假设 方程 (4.1)。-o 的 一 系 闭 雪线 的 方程 为 
c=ft) = h), Y=g(t) = g(t, h), (4:17) 
其 中 代表 闭 轨 线 族 所 依赖 的 参数 , 并 以 I* 表示 相应 的 闭 轨 线 ， 
Em(t), Eax(t) 雪 示 相应 的 变 分 方程 的 共 纯 方 各 的 周期 解 ， 利 用 
(4.15) 以 及 引 理 4.2 就 可 把 定理 4' 和 的 推论 改写 为 
定理 4.10 在 方程 (4.1)。-。 的 闭 轨 线 族 {中 中 , 那些 能 够 在 
a40 时 产生 (4.1)。 的 闭 轨 线 的 ， 其 所 对 应 的 参数 必须 满足 
条 件 i 
4 内- 中 [En Paolf ls, ), glt, D, 0) 


+émlt) QooCf Ct, Bh), glt, HD), 0)1dt=0. (4.18) 
写成 这 种 形状 的 必要 条 件 (4.18) 可 以 被 推广 而 使 运用 于 维 
空间 的 含 参数 非 定 常 方程 组 2. 
为 了 进一步 研究 当 w 基 0 时 方程 (4.1) 的 极限 环 的 存在 性 、 个 数 
和 稳定 性 , 我 们 现在 将 坐标 系统 移 到 上 去 ， 假 设 1 是 闭 圾 线 族 
(4.17) 的 横 截 线 (这 种 横 截 线 是 存在 的 ， 例 如 可 以 取 1 为 (4.1)c-。 
的 正 交 辆 线 )， 在 任 一 T* 上 取 其 与 1 的 交点 为 计算 弧 长 的 起 
点 ,于 是 通过 坐标 变换 
,w=9, -mls, , y=s, D+ngls, bd 
(其 中 z=g(s, 加 ,y= 由 (s, 内 是 T? 的 参数 方程 , n 是 I* 的 法 线 


i1) 参考 160J 第 六 章 ， 
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长 ) 可 将 方程 (4.1) 改 为 


=F(s, n%, &, h), (4.19) 


然后 引进 后 继 消 数 ” 
WD (no, wo h) -| ze mu 办 ds 
其 中 六 是 妆 的 周 长 ， 如 前 一 样 可 证 
2 (0 0 用 = | cea 00 区 2D) AR) (4.20) 


今 设 方程 (4:1)4 在 某 一 2" 和 过 有 辣 名 L*， 2 与 4 的 交 
点 位 于 424” 上 , 则 易 见 有 
V0, a, ha) =0., 
因此 研究 方程 (4.1) 是 否 存 在 闭 轨 线 的 问题 , 就 化 为 方程 
DV (0, ao, h)=0 (4.21) 
对 于 是否 有 实 解 的 问题 了 ， 显 见 
内 (0, 0, h)=0, 
故 将 多 (0, a, 加 按 a 的 舌 展 开 时 应 有 
wy (0, a, h) -所 [A (人 二 ad 有 四 ] n>l), (4.22) 


其 中 4,( 让 是 第 一 个 不 恒 等 于 堆 的 系数 ， 

定理 .11 当 w 变动 时 7 不 消失 ( 意 即 存在 (4.1)。 的 闭 
轨 线 L?, 使 当 wx 一 0 时 上 一 2) 的 必要 条 件 是 

A, (1) =0. 《4.23) 

如 果 (4:23) 成 立 , 且 4, (2) 在 广 不 取 极 值 ， 则 当 & 变动 时 TT” 不 
消失 ， 又 若 

As ho) = An )= AP HIB)=0, APR) 0, 
则 当 |a| 充 分 小 时 在 T* 邻近 , 方程 (4.1)。 不 能 有 多 于 个 的 极 
限 环 . 
了 由 于 每 一 I* 都 不 是 单 重 环 ,s 的 初 值 可 以 固定 取 80 一 0, 故 在 罗 中 不 再 标 出 ， 
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【证 】 车 4 和 关 0， 则 由 性 .22) 看 出 当 jwj 关 0，|aj 与 
| 一 做 | 充分 小 时 
多 (0, a, hh) Fd, 
即 ZY 不 产生 方程 (4:1)。 的 闭 轨 线 . 
次 设 4,C%*) ==0, 但 不 是 4 的 极 值 ， 则 对 任何 s>0 常 存 
在 记过 户 二 jo, 1 一 | 过 s 使 
An (hs) ' A, (ha) <0, 
因而 存在 3>0, 使 当 |a| <6 时 有 
了 (0 mw hi YO, oa, ha) 一 0， 
于 是 对 任 一 固定 的 w la|<6, 至 少 有 一 个 ho 使 
DO0, a, ha) 一 0， 
其 中 及 过 ha 过 ho, 即 方程 人 (4.1)s 有 闭 轨 线 , 它 与 1 的 交点 位 于 7 
上 . 
最 后 , 设 存在 ->0(i-> co)， 使 当 wa=o 时 方程 (4: 在 I 
邻近 有 % 十 1 个 极限 环 , 则 必 有 训 (j 二 1，2,…, 5 十 1) 和 使 


An (MH) to Ants CH, 0) — DP (0, oo M) =—0. 


于 是 由 Rolle 定理 知道 存在 从 介 于 诸 对 之 间 , 使 
VD 《0， Og) hs ) =0, 


训 | 0) + HE 4 wm) =0, 
令 和 co 则 mw 一 0, 访 一 如 ,由 上 式 可 得 
AW(h") =0, 


与 假设 相 有 矛 导 ， 和 定理 证 毕 . 
推论 车 402")==0, 和 (4) 半 0， 则 TW 能 产生 方程 (4:1)。 
的 唯一 的 极限 环 ， 
利用 定理 4.1L 及 其 推论 , 可 以 导出 一 些 古 典 的 熟知 的 结果 . 
定理 4.12 van der Pol 方程 
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4 十 (2 一 12 十 % 一 0 
当 | 凡 | 足够 小 时 有 唯一 的 周期 解 ( 不 计 志 的 平移 ) 。 


【证 】 等 价 方程 组 为 
Py 到 = 一 网 G- 赔 ， (429 


当 =0 时 方程 有 一 系 闭 轨 线 史 十 多 = 天 由 于 对 方程 (4.24) 有 
Po=Yy, Go 一 一 0 Pt Qn=0, fo=0, Quo=Yy (1—2), 
收 条 件 (4.18) 成 为 


Ai (hh) -中 y2(1— wdt=0. (4.25) 
以 z=hsint, y=hco8t 代入 上 式 , 得 到 
A (h) -| ja cosst (1 一 ja gin?t) 4 -全 )=-0 


但 及 天 0， 故 必 有 =2， 又 易 算 出 41(2) 呈 0, 故 由 定理 4. 二 的 推 
论 可 知 方程 (4.24) 当 || 足 够 小 时 有 唯一 的 闭 轨 线 , 它 当 jw 一 0 
时 趋 于 半径 为 2 的 圆 信 十 扩 一 4， 可 以 证 罗 ( 人 习题 1)， 当 >>0 
时 极限 环 为 稳定 ,上 <0 时 为 不 稳定 . 

其 次 ,考虑 Hamilton 系统 的 扰动 方程 


dz oH dy _ oH 
Gi -By +P 2 a), at Dr +g(%, 4， 0), 


(4.26) 
这 里 假设 p(w, y, 0) 三 g(z, y, 0) 三 0, 且 方 程 
dvs OH day Of 


dE yy’ dU 
的 通 积分 且 (z, 9y) 一 六 为 一 系 闭 轨 线 站 .现在 
oH aH 
Po= — Oy Wo = Dy y Po Qo=0, 


Po = Pal%, Yy, 0), Quo = ga(%, y, 0)， 
条 件 (4`18) 成 为 
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4 人 = 中 D7 lo, Y, 0) Ja 


Pa (LT, Y, 


pie y, Ody ~gs(v, Yy, 0) dw 
-|| [gees, y, 0) 十 gu， Yy, 0)Jdvdy = 人 DB =0, 
人 下 


其 中 G* 是 I? 的 内 域 。 这 样 , 定理 4.10 及 其 推论 就 成 为 

定理 和 4.13 车 BW)=0, B12) 到 0， 则 当 |al 其 小 时 方程 
(4.26) 在 7 邻近 年 在 了 唯一 的 极限 环 ， 又 若 

GDH) EB) 一 一 GD 一 0， GW) FO, 

则 方程 (4.26) 在 7” 邻近 不 能 有 多 于 % 个 的 极限 环 . 

这 定理 的 前 半 部 是 I. C. lIogmparaa[158j 的 结果 , 后 半 部 是 张 
芷 分 的 结果 . 

关于 定理 4.7 中 所 说 的 天 个 极限 环 究竟 能 和 否 实现 的 问题 ，A 
A. AHKpOHOB 和 耳 . A. JeoroBEqL59] 有 详细 的 研究 ， 由 于 内 雁 较 
繁 , 不 在 此 介绍 , 请 参考 原文 或 秦 元 勋 的 《微分 方程 所 定义 的 积分 
曲线 ?, 下 册 第 四 篇 . 


习 题 
1. 证 明 在 定理 4.11 的 推论 的 条 件 之 下 , 若 TY 随 思 的 增加 而 扩大 ， 则 
a"As(h*) <0 (>0) 
时 由 T** 所 产生 的 唯一 极限 环 为 稳定 (不 稳定 ) 环 . 


2. 证 明 若 荆 为 单 重 环 ,又 多 sk0, so, 0)=0, 则 了 | =0( 沿 着 ). 


3. 说 明 在 定理 4.6 中 对 调 a 与 mo- 的 位 置 而 得 到 的 对 偶 定理 是 明显 而 
没有 意义 的 , | 

4. 证 明 在 定 狼 4.7 的 条 件 下 车 为 奇数 ， 则 在 工 的 邻 域 中 至 少 存在 方 
程 (4.1)。 的 一 个 与 工 有 相同 稳定 性 的 极限 环 ， 

5. 与 问题 III (在 题 3 意义 下 的 ) 对偶 的 问题 是 什么 ? 对 应 于 条 件 
《4.18) 的 是 什么 条 件 ? 
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自从 van der Pol 在 1926 年 研究 了 方程 


stuw— listo=0 >0) (5:1) 
并 证 明 与 之 对 应 的 相 平面 上 的 一 阶 方程 组 
Py Wt on)y (6°2) 


存在 稳定 极限 环 以 后 ， 他 的 结果 不 断 地 被 许多 物理 与 数学 工作 者 
所 推广 ， 迄 今 为 止 , 人 们 不 但 研究 了 较 (5*1) 更 为 广泛 的 二 阶 非 线 
性 方程 : 


s+f(w)rt+gw) =0 | (5.3) 
及 | .、. 
z+f(v,r)r+g(r) =0 (5.4) 
的 极限 环 问题 , 而 且 推 广 (5.2), 还 研究 了 若干 不 一 定 能 化 为 二 阶 
非 线性 方程 的 方程 组 的 极限 环 问题 , 如 
fd + Pn ty) (5°) 
HP, PY- (560) 


其 中 尤 以 P, Q@ 为 二 次 或 三 次 多 项 式 的 特别 多 ， 对 (5: 人 我 们 将 
在 本 书 的 下 半 本 作 深 入 而 详细 的 研究 ， 本 节 主 要 限于 介绍 证 明 
(5.8)，(5.4) 和 (5- 辐 型 的 方程 存在 极限 环 的 方法 ， 关 于 这 个 问 
题 , 昌 然 本 质 上 来 说 , 都 归结 为 应 用 环 域 定理 来 肯定 极限 环 的 存在 
性 ,但 对 不 同类 型 的 方程 仍 有 不 同 的 技巧 ， 我 们 将 主要 根据 方程 
类 型 和 技巧 的 不 同 介绍 几 个 最 典型 的 定理 ， 然 后 在 最 后 较 多 地 罗 
列 一 些 近代 文献 , 以 便于 读者 查阅 ， 
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I. 方程 (6 和 4 与 (6.3) 在 非 线性 振动 理论 中 是 有 明显 的 物理 
意义 的 , 因此 除了 一 般 的 保证 解 的 存在 唯一 性 的 假定 ， 如 Jf, 9 为 
连续 (以 后 不 再 提 了 ) 以 外 , 我 们 都 假定 ; 

bg1(O) >0 当 2 关 0 《从 而 必 有 gC0)=0)， (5:7) 


与 
f(0)<0 或 (0,0)<0. (0.8) 


(5.7) 表 示 存 在 唯一 的 平衡 位 置 ox 一 0, 且 恢复 力 与 位 移 的 方向 
相反 ，(5.8) 表示 振动 系统 在 平衡 位 置 附近 有 负 的 阻尼 ， 在 这 些 
条 件 下 , 通常 就 称 (6.3) 为 Liénard 方程 , 它 是 5. 二) 的 推广 ,首先 
由 A. Liénard[9] 所 研究 . 

为 了 研究 方程 (6.3), 一般 记 


GD) =—| g(a, Po)=| FO, (5:9) 


而 去 研究 与 (6.3) 等 价 的 方程 组 ”: 


公 一 9 一 BO， 和 用 一 一 9(o)， (5+10) 


定理 5.1(A. B. paraeB) 设 

1) zg(o)>0 当 zz0 G( 土 co) 一 十 co 

2) wF(w) 二 0 当 ww 大 0 且 |z| 充 分 小 ; 

8) 存在 常数 下 >0 以 及 下 >> 玉 ”使 

FE 3 o>M FEO<E, 当 oi-M 
则 方程 (5.10) 存 在 稳定 极限 环 ， | 

【证 }” 记 


~ Aw, WD) = +G (0), My, Y) -M+G(e), 


1) 在 这 里 9 一 2 十 了 (wm), 而 不 是 象 信 .2) 中 取 y 一 4%, 这 种 变换 称 为 Li6nard 变换 ， 
(w, 分 平面 称 为 Li6nard 平面 ， 其 优点 是 : 两 个 非 线性 函数 被 分 开放 在 两 个 方程 中 去 
了 ;并 且 代 末了 (z), 出现 了 它 的 积分 (2), 后 者 具有 更 好 的 光滑 性 ， 

2) 这 里 改 用 黄 克 成 [61] 的 较为 简便 的 证 法 , 它 还 具有 便于 估计 极限 环 的 存在 区 
域 的 好 处 ， 
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和 to = YE + 0). 


分 别 计算 它们 关于 t 的 全 导数 ， 得 到 
ad, 2 dr 2 dy 


si | 


dt Ov di Oy dt 
=—y(—g(2)) +g 8) (YF)) = — gr F), (6.11) 


条件 1) 可 知 (wz, 幼 一 GO>0) 表 示 一 族 包 含 原 点 的 闭 山 
线 ， 称 之 为 等 能 量 曲 线 ， 称 (zw, 9) 为 能 量 函数 ， 由 条 件 2) 和 


(5:11) 知 在 原 上 感 附近 有 他 >0. 所 以 对 位 于 原点 附近 的 闭 曲 线 


入 (w, Y) 二 来 说 ,一 切 与 它 相交 的 轨 线 都 是 从 内 部 穿 到 外 部 去 的 . 
为 了 要 应 用 环 域 定理 ， 只 要 再 做 一 条 环 域 的 外 境界 线 工 , 使 得 一 
切 胃 线 与 陪 相交 时 都 从 外 部 穿 到 内 部 陈 成 了 ， 
首先 , 取信 >0, 使 > 太 ， 一 如 << 友和 县 对 区 域 
R. —M<z<M, yh 


中 的 一 切 点 有 


y—F(»)>0 -9(%) Kk 


vy Fa dM : (B.12) 


而 对 区 域 BR. —-M<r<M, ye<— 
中 的 一 切 点 有 
y—F(2)<0, 


9%) -Kk 
Jy— E(w) 2M 
(5.13) 


设 
【一 max 


和 


[5 -£)_ 


考察 闭 昌 线 卫 - ZBCD2 图 5 
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(图 5 对 应 于 全 加 人 >- 大 三 ) 其 中 2 是 闭 曲 加 
Xi(z, 人 1+G(M) 位 于 直线 4 用 右 方 的 部 分 ,4 万 是 闭 曲线 
halz2, =1 十 G( 一 及) 位 于 直线 w= 一 耻 左 方 的 部 分 , 4B 与 CD 
为 直线 段 , 记 直线 z= 人 与 直线 y== 尺 的 交点 为 01, oz= 一 厅 与 
y 一 世 ' 的 交点 为 0;， 由 工 的 作法 易 证 . 

yo<—y, ya>y, |0:0|=|0D|, 10:8|=|0s4l. 

于 是 28 DO, 且 4B3 与 DO 分 别 位 于 有 Ri 与 中, 斜率 为 B= 
A ,中 以 及 (5.11)，(6.12);(5.18) 可 知 一 切 轨 
ey 厂 相 交 的 必 从 外 部 穿 到 内 部 ， 定理 证 毕 ， 

上 述 证 法 可 被 推广 以 得 到 比 (510) 更 一 般 的 方程 


=h(y) — P(e), Ee —g(%) (6.14) 


存在 极限 环 的 充分 条 件 ， 其 中 9(z) 不 一 定 只 有 一 个 零点 ， 又 
WA >0 当 9 天 0 有 (二 00) 一 十 00, h( 一 00)== 一 oo， 为 简单 起 
见 , 我 们 这 里 仅 就 h(y) = y 的 情况 来 证 明 一 个 定理 .至 于 (5.14)， 
请 读者 参考 [61]. 

定理 5.2 设 zc)<0( 或 >0) 当 zx0 且 |z| 充 分 小 又 存 
在 常数 于 >>0, zi>0 及 ws>0 使 

1) 20(2) >0 当 一 Ca<Z<0 有 OL<vw; 

2) F(w) 之 一 太 ( 或 Fw) 寺 MM) 当 0<z< 二 wj, 而 

Flv)>M+tM 加 (或 Pv)<< 一 人 一 MV)， 
3) F(2)<H( 或 了 (zw) 之 一 人 ) 当 一 w2<p<0, 而 
Fl~w)<—-M-MVA (或 PF(-wa)>M+V2); 

其 中 i 一 max[G (wi), G( 一 za)]， 则 方程 (5.10) 存 在 稳定 (不 稳 
定 ) 极 限 环 , 

【证 】 记 
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Mw, 用 一 可 (二 003 十 Go)， 


Naw, 办 一 可 (你 一 MD)? 十 Go)， 
于 是 容易 算出 


De g(a) [M+ Fo)], 


De go) [MP (5.15) 
关于 环 域 的 内 境界 线 的 作法 与 定理 5.1 同 ， 现 在 来 做 外 境界 
线 ， 在 条 件 2), 3 引 中 只 考虑 括号 以 
外 的 情况 ， 考 察 闭 曲线 
TT 
T=ABODEFA 
(图 5.2 对 应 于 G(wi) >G( 一 w3) 的 
情况 ), 其 中 4B 为 曲线 和 为 (%, y) = 
地 (2M+V 强 ?的 一 部 分 ,以 A(0， 
+MY) 为 左 端点 ,容易 看 出 ys> 
M; 4AF 是 曲线 Xa(z, 人 一 1 的 一 部 
分 , 且 Yr 之 了 ，DE 是 曲线 


ja(w, WD) = 于 (QM+ NT) 


的 一 部 分 ,以 了 (0， 一 下- w 事 ) 为 右 端 点 ， 且 易 看 出 加 < 一 Mi; 
DC 是 曲线 Xi(o, 人 一 1 的 一 部 分 , 且 yo< 一 必 ; TD，F 殊 为 直线 
段 。 显然 yp 之 V4 一 六 十 V21, yp>Yyp=~M— 21， 由 定理 的 条 
件 及 (5*15) 可 知 方程 (5.10) 的 一 切 与 工 相 交 的 轨 线 都 是 从 外 部 
穿 到 内 部 的 , 定理 证 毕 . 

由 于 在 定理 5.2 中 对 (2), g(w) 所 加 的 条 件 都 是 局 部 的 ， 因 
此 当 方 程 (5.10) 的 奇 点 不 唯一 ， 即 g(z) 有 多 于 一 个 零点 时 ， 或 条 
件 G( 土 ce) = 十 co 不 成 立时 ,定理 5.2 也 可 适用 . 
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例 1 方程 


yt Wo (5.16) 


存在 极限 环 ( 此 方程 有 奇 反 40, 0) 与 6，198)). 
【证 】 取 M =2, w1 = Va =3, 可 以 验证 定理 5.2 的 条 件 成 立 , 
多 次 应 用 定理 5.2 中 的 技巧 可 以 给 出 方程 (5.10) 至 少 存在 
个 极限 环 的 充分 条 件 。 例 如 , 可 以 证 明 方 程 


dy . dy __ 
YY sing, 一 一 他 
dv . dy 2% 
有 WY MY HT 


在 带 域 |z| <nw 十 亏 内 均 至 少 存在 ”个 极限 环 ， 对 于 后 一 方程 


组 , g (2) = 一 2 G0) = ,Gd(+o0)=1 
7 (下 十 2 T 十 02 ' 


二 ， 第 二 种 证 明 方 程 5.10) 存在 极限 环 的 方法 与 前 面 两 定理 
所 用 的 方法 不 太 相同 , 今 以 A. 理 . Gnammos 的 定理 为 代表 来 介绍 
这 种 方法 [62]， | 

定理 9.3 设 在 (5.10) 中 g(w) 仍 满足 条 件 


wg(z)>0 当 w#0, Goo) 一 十 oo， (5.17) 
又 设 经 过 变数 变换 
| sa), /OE-P) Pe), 
当 >0, (5.18) 
| -am， FOE PC) = Foals), 
当 vw<0 (5.19) 


之 后 , 函数 FP (z) 与 了 ;(z) 满 足 条 件 . 
1) 对 于 小 的 z(0<z<6) 有 了 PJ(z) 志 Fs(z), 但 不 是 本 (2) 二 
Fa(z); 又 Pi(2) <aV 2 ,Fs(2)> -ovVz, 其 中 0<a<vV8. 
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2) 存在 一 数 加 >0, 使 
| Ps) -Fs0) de>0 
且 当 ?> 如 时 有 FG2) 之 Fa(z), Pi(2)> -a z, Fal2) <aN z. 
则 方程 (5.10) 存在 稳定 极限 环 . 


在 改 2 为 入 号 加 并 且 消 去 二 以后, (6.:10) 成 为 
Cl23 


dy = 让 (2) 一 y， 当 >>0， (5.20) 
=Jo(2a) 一 Yy， 当 2%2>>0. (6:21) 


zznroB 方法 的 要 点 在 于 通过 变换 (56.18) 与 (565.19) 把 方程 
(5.10) 的 右 半 平面 的 轨 线 变 为 方程 全 .20) 的 右 半 平 面 的 积分 线 ， 
把 方程 (5.10) 的 左 半 平 面 的 轨 线 变 为 方程 46.21) 的 右 半 平面 的 积 
分 线 ; 然后 对 (620) 与 (5.21) 应 用 微分 方程 的 比较 定理 , 以 确定 两 
方程 的 积分 线 与 Y 轴 的 交点 的 相对 位 置 ， 最 后 再 回 到 (2, 幼 平 面 
中 去 , 就 容易 造 出 我 们 所 需要 的 环 域 的 外 境界 线 ， 
首先 注意 ; 对 于 方程 (6.20) 与 (0.21), 只 要 假定 f(%) 与 gw) 
连续 , 并 且 条 件 (5.17) 成 立 , 就 可 保证 解 和 的 存在 与 唯一 性 .这 是 因 
为 
OA _ dF (%) dr fF(%) 


da adw dz g(w) 
在 半 平 面 %>0 中 为 连续 , 所 以 (5.20) 与 (6: 和 1) 在 右 半 平面 中 解 的 
存在 与 唯一 性 可 以 得 到 保证 .至 于 在 y 轴 上 除 原 上 尽 以 外 的 任何 一 
点 , 解 的 存在 唯一 性 可 由 方程 


oy ») 
dr FO 


的 右 方 具有 关于 的 连续 偏 导 数 得 到 保证 ， 
引 理 5.1 设 忆 (连续 了 了 (0) 一 0, 则 经 过 把 B20, (20)) 
Go> 0) 的 方程 


(6=1, 2) 
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ed 


WU =F(2) 一 (6.22) 
的 积分 线 必 交 y 轴 于 两 上 后 4 与 4 ， 使 4 之 0, ya' 志 0, 其 中 至 少 有 
一 个 成 立 真正 的 不 等 式 ， 


[证 】 注意 (5.23) 以 及 | 腹 
<i1 当 || >1+max| F(z)|, 可 知 过 


等 倾 线 y 一 了 (2) 上 的 点 B 的 积分 线 位 
于 直线 2 一 2 的 左 方 . 它 在 y= 了 FQ) 
上 万 的 部 分 有 人 负 的 斜率 ， 在 y= 了 (2) 
于 方 的 部 分 有 正 的 斜率 (图 5.3). 但 
两 头 都 必 与 y 轴 相 交 , 设 交 点 为 4 与 
z : 4 ， 显 见 不 能 有 4= 4， 
5 引 理 8.2 设 了 (2) 连续 ， 玉 (0) 

一 0， 且 当 2>>2 罗 时 有 F<av 2 (0<a<v 8)， 则 从 负 y 加 
上 任 一 点 到 (0 yx) 出 发 的 (6.22) 的 积分 线 必 仍 回头 与 y 轴 交 于 
一 点 上 (0, yz)， 且 >0，( 仿 此 , 车 了 2)>> 一 Vz 则 从 正 y 
轴 上 任 一 点 腑 (0, go 出 发 的 积分 线 必 回头 .与 9 轴 交 于 一 点 
六 (0 ys), HB yy<0.) 

【证 】 若 从 五 出 发 的 全 .23) 的 积分 线 不 与 直线 2= 加 相交 
则 证 明 与 引 理 5.1 一 : 样 ， 今 设 积分 线 与 3 一 加 交 于 一 点 卫 , 它 位 
于 等 倾 线 y= 万 (z) 的 下 方 . 在 半 平 面 2>w% 中 比较 方程 (5.22) 
与 方程 四 


dw 加 AR 
BY bf/ (5.23) 


的 经 过 同一 扣 上 的 积分 线 . 因 方 程 (6.23) 有 通 积分 
22 一 CUV Ww + 


-oem 半音 了 tan- (a- A ®) / Vw a” 用 
它 的 任 一 积分 线 都 与 正 负 yy 轴 各 有 一 个 交点 ， 可 知 对 (5.22) 的 
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经 过 书 点 的 积分 线 ?=2( 幼 与 (56.23) 的 经 过 同一 点 的 积分 线 D w= 
wy)， 当 Y>yp 时 应 有 2(9) 过 wy)， 从 而 z(9) 亦 必 与 y= 了 (2) 相 
交 , 然后 再 回头 与 y 轴 交 于 一 点 上 上, 显 见 Y 之 0. 

注意 : 由 引 理 5.2 的 证 明 可 见 ， 若 在 引 理 B.1 中 设 fG)>> 
一 QM 2 ,0<a 二 MV 8, 则 必 有 负 >0 如 果 设 (2) 三 a MV zz, 则 必 
%<0， 因 而 若 在 引 理 5.2 的 条 件 下 再 有 已 (0) > 一 aow z (或 
了 F(z) 二 gv 2 ) 当 0<z<83， 那 末 可 证 必 有 wz>0( 或 加 <<0). 

【定理 5.3 的 证 明 】 取 2E(0, 8), 使 且 (2) 过 Fa(z). 经 过 
B(z， 81(z')) 作 方程 


dy 1 ， 
dz F(z)—y 020) 


的 积分 线 , 经 过 召 (z ,F(z )) 作 方程 


dy _ 于 DT 
ds Foals)—Y 2 


的 积分 线 ， 由 引 理 5.1 及 定理 的 条 件 1), 知 前 者 应 与 9 轴 交 于 两 
点 4 与 0, 后 者 应 与 9 轴 交 于 两 点 G 与 DD( 图 5.4, 且 有 
z ye>Yya4>0, yo<yp0. 

与 图 5.4 对 应 的 (w, y) 平 面 中 的 图 形 见 图 5.5, 两 图 中 文字 相 
同 的 点 互相 对 应 . 由 于 在 正 y 轴 的 线段 ZH 上 有 字 >>0, 在 负 
轴 的 线段 OD 上 有 <0， 可 知 BO0'D'G'A4'B’ 构成 所 需 环 域 
的 内 境界 线 ?. 

其 次 , 根据 定理 5.3 的 条 件 以 及 引 理 5.2 后 面 的 注意 知道 , 从 
负 Y 轴 上 的 点 下 出 发 的 方程 (5.21)* 的 积分 线 必定 问 头 交 y 轴 于 


1) 车 令 Mw=w 则 (5， 23) 成 为 5 ~ 一 ， 当 aa<8 时 此 方程 以 原点 为 焦点 ， 
一 切 积分 线 都 是 螺 线 . 

2) 着 D~0, 则 D'=0, 这 时 可 改 用 左 半 半 面 中 过 0' 的 雪线 和 过 可 的 锅 直 线 以 
代替 轨 线 段 OF 
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图 5.4 
上 L, yr>>0， 当 yz 减少 时 yi 增 加 ， 设 
lim yr = Yu, 


则 或 yx 二 十 oo, 或 0<yx< 十 co. 

先 看 yx 三 十 的 情况 , 这 时 从 可 出 发 的 方程 (5.20)” 的 积分 
线 应 回头 交 负 y 轴 于 一 点 信 , Ys 二 0; 而 从 WW 出 发 的 方程 (6.21)” 
的 积分 线 应 回头 交 正 y 轴 于 坟 的 下 方 一 反 P( 图 5.6). 

转 到 (zc, 胡平 面 , 立刻 看 出 轨 线 到 W 安 与 直线 段 必 P 构成 
环 域 的 外 境界 线 ， 因 为 轨 线 与 履 'P' 相交 时 必定 自 左 站 有 这 时 
稳定 极限 环 的 存在 性 已 得 证 明 . 
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当 9 一 十 ce 时 以 上 的 证 明 丰 适用。 我们 还 需要 以 下 几 个 引 
理 . 
引 理 5.8 设 仿 (人 与 加 (人 分 别 是 方程 (6-20)* 与 (5.21) 的 
解 ， 它 们 满足 同一 初 值 条 件 yi1(0) 一 ys(0) =yo。 对 于 定理 的 条 件 
2) 中 的 各 以 及 任 一 s>0, 总 可 以 取 |yol 足 够 大 , 使 得 i(%8) 号 ya(2) 
都 在 区 间 [0, zol 中 存在 , 且 满 足 不 等 式 
1 人 2) —Yo| <s, [ya(2 —yol<s 0<Y<%. 


容易 证 明 这 时 引 理 5.3 的 结论 便 能 成 立 , 详情 请 读者 自己 补足 . 
由 引 理 B.3 立刻 可 得 
引 理 5.4 当 |%| 一 co 时 在 区 间 [0, zo] 上 均匀 地 成 立 


y? _ > 
(CAOPTAONOAOPEAO MA 
引 理 5.5 存在 一 正 数 2， 使 当 |j >>2 时 有 (20) A 
【证 】 由 (0) =ys(0) 及 方程 (6:20)*，(5.21)*, 易 见 成 立 
等 式 


(ya(2) ~ yr (2) ) dz 
yi(ysCe) —y 20)) 一 人 OA 


t+) (Fi (8) — Fals)) qd: 


+ (een) 
* (Fi1(2) — Fa(2)) d= 11+ 1 Ls. 

当 |%|-> 二 co 时 由 引 理 5.3 及 引 理 5.4 知 fi>0。 又 因 
F(z) 一 Fa(%) 在 [0, zoj 中 有 界 ,上 故 Za>0、 此 外 , 根据 条 和 件 2) 知道 
Zs>0, 因此 , 当 |%| 一 十 ce 时 上 式 右 方 趋向 正 的 极限 ， 故 当 js%j 足 
够 大 时 必 有 ya(zo) 一 Yi(20) 之 0, 引 理 证 毕 ， 

现在 来 证 明 当 yx= 十 ce 时 的 定理 5.4. 取 方程 (5 .21)* 的 一 
条 积分 线 有 QQRL 使 yx 二 一 p, ys>p， 过 荆 与 KK 作 方 程 (6:20)" 


OU 人， 
100 极 限 环 说 
的 积分 线 6 与 禄 廊 ， 由 引 理 5.5 知 有 妇 <Yn, Yr 之 Yo， 由 条 
件 2) 及 比较 定理 知道 ST 不 能 与 B88 相交 ,， 故 必 回 头 交 zw。 
于 Q@ 上 方 一 点 可 (图 5.8)， 回 到 (%, 幼 平面 可 知 轨 线 跋 
玉民 人 RS 与 直线 段 UV 一 起 构成 所 需 环 域 的 外 境界 
线 , 定理 证 比 . : 


注意 1 如果 对 (0, ) 中 的 一 切 z 有 
一 CA % <Fa(s) 三 302) <a\ 2 ， 


则 易 见 方程 (5.10) 以 原点 为 中 心 点 , 这 是 $1 对 称 原 理 的 推 
广 ， 

注意 2. 容易 证 明定 理 5.1 是 定理 5.3 的 特例 ， 因 此 在 定理 
.4 中 也 上 只 须 假定 (2) 与 g(%) 连续, 就 可 以 保证 解 的 存在 与 唯一 
性 。 事 实 上 , 即使 比 和 mazmrmroB 这 一 结果 更 迟 数 年 发 表 的 R. P. de 
kigueiredo[631 的 定理 也 是 它 的 特例 . 

此 外 ， 由 定理 5.3 的 条 件 了 可 以 看 出 成 立 下 一 判别 闭 轨 线 
疗 在 的 法 则 ; : 

定理 5.2 若 对 一 切 2>0 有 Fa 入 Za ， 且 对 任 一 S>0， 
在 (0, 全 中 了 1(z) 对 了 a(z)， 则 方程 (6:10) 无 闭 轨 线 . 
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推论 若 9(o) 一 %, 卫 (wz) 一 s(%) 十 7(2), 其 中 slw) 为 偶 次 多 项 

式 ， 5(0) 一 0, 7(w) 为 奇 次 多 项 式 且 v7 (w) 之 0, 则 方程 (6.10) 无 闭 
轨 线 ”. 


”III. 下 面 转 而 研究 方程 6. 注意 : 此 方程 只 能 用 通常 的 方 
法 化 为 一 阶 方程 组 ,不 能 用 Liénard 变换 化 为 一 阶 方程 组 。， 对 于 
这 种 方程 的 极限 环 问题 首先 是 N. Levinson 与 0. K. Smith [64] 
进行 研究 , 但 这 里 介绍 的 是 Xparzx6B[65] 的 结果 ， 其 中 的 假设 条 
件 较 Levinson 与 Smith 的 条 件 为 轻 , 证 明 方法 也 有 所 改进 , 且 不 
同 于 前 面 已 介绍 过 的 那 两 种 方法 . 

定理 5.5 车 在 方程 (5. 全 中 的 /Go, 四 与 g(o) 满 足 条 件 : 
1) wzg(w)>0 当 |o|>0， G( 土 co) = 十 co; 

2) f(0, 0)<0, 

3) 存在 wo>0, 使 当 |z| 之 wo 时 jw 2) 之 0; 又 存在 以 >0 使 
当 |z| 志 mo 时 有 ff(%, 2)>> 一 和， 

4) 存在 m1>wo, 使 对 4 的 任 一 减少 正 函 数 v(2) 都 有 

| foodz>4MNHoo+a (a>0), (5.24) 


则 方程 (5- 人 存在 稳定 极限 环 . 
[证 】 考虑 与 (54 等 价 的 方程 组 


ey ,0-g(s), (5°25) 


和 定理 6. 1 中 一 样 记 
和 (2， DE + G(w) = 地 pf gp) dw, 
由 条 件 人 D 知 (%, ) 一 0 表示 一 系 包含 原点 的 单 闭 曲线 ， 由 条 件 
2) 知 在 原 扣 附近 有 ” : | / 
CI 


他 =0 凶 +g(9) 尝 一 —vf (wv, 1) >0, 


了 比较 $8 习题 18。 
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故 可 取 一 很 小 的 01>0, 使 在 A(z, v) O01: 上 处 处 有 守之 0, 此 
: 闭 曲 线 可 以 取 做 环 域 的 内 境 
界线 (图 5.10). 

现在 人 研究 从 直 线 化 一 0 
上 一 点 ho(wo, a) (a>>0) 出 
发 的 轨 线 . 和亲 人 3) 知 在 
ZXm00 右 方 有 - <0. 但 奇 
扣 是 唯一 的 ， 放 必 与 < 二 

图 5.10 交 于 一 点 4s. 由 于 以 后 6 要 
取得 很 大 ， 个 妨 设 YY 也 与 $= wi 交 于 两 点 Ai, 4 当 |z| <iwo 时 
由 条 件 3) 知 


92 ~f (eo, OS < 有 
当 1v1max |g(w)|。 另 一 方面 ， 自前 面 已 做 出 的 环 域 的 内 境界 线 
以 及 
他 ,9(%), 


可 知 y 在 4s 以 后 必 将 与 负 % 轴 相交 而 进入 左 半 平 面 。 此 后 它 或 
是 在 4%= 一 zo 的 右 方 穿 过 负 z WA 或 是 在 44 穿 过 
4 一 一 20, 但 在 z 一 一 左 方 又 有 他 <0, 改 y 后 来 仍 应 与 负 x 轴 


相交 , 然后 回头 再 交 w= 一 wo 于 Wm 与 下 半 平 面 同样 的 论证 可 知 
7 将 穿 过 正 " 轴 , 然后 再 与 $so 交 于 一 点 4e 
现在 我 们 来 证 明 :只 要 w>0 取得 足够 大 ,就 可 使 de 位 于 4 的 
下 方 , 这 时 y 上 从 4o 到 4e 的 弧 段 以 及 直线 段 五 而 就 构成 了 我 
们 所 需要 的 环 域 的 外 境界 线 . 首先 证 明 对 于 任 一 已 给 的 正 数 
N。 总 可 取 4o 的 纵 举 标 4> 术 足够 大 ， 使 得 弧 4 不 :次 能 与 
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w 二 wm! 相交， 并且 它 的 位 于 带 域 ~ Wonv 中 的 部 分 都 在 直线 
0=A 的 寺 方 或 9= 一 六 的 下 方 . 事实 上 ， 若 y 目 4o 以 后 不 与 
2 二 wi 相交, 则 可 改 取 从 4(c ca) 00 出 发 的 轨 线 Y 以 代替 
y， 当 t 增加 时 YY 仍 将 与 7 一 样 绕 着 原点 打 圈 子 。 如果? 当 了 减 
少时 能 与 4%=wo 相交 最 好 , 否则 ，? 的 负 半 轨 必 在 z=2o 右 方 趋 回 
无 限 远 (因为 学 >0, - 凶 <0), 这 时 可 以 算 作 如 co, 而 如 必 
在 4 的 下 方 定理 已 得 证 明了 。 仿 此 , 例如 , 车 4s 位 于 v= 一 N 
的 上 方 , 那 末 就 可 以 取 从 43(mo， 一 六 一 二 出 发 的 轨 线 7Y" 以 代替 
?7， 等 等 . 

Bo 记 A, 的 纵 坐 标 ， 现在 来 估计 Ve, 利用 (5.24) 可 得 


ou 一 上 了 (2， o)dz 一 | 2 dx 
< 一 上 Fe udos ~—4Mro—a. (5.26) 


其 次 , 沿 着 414,, A(w, 2) 随 i 的 增加 而 减少 ， 但 G(o) 在 也 与 4 
有 相同 的 数值 , 故 知 
[va | 一 妇 < 魏 0. (5.27) 
沿 着 444s, 和 (%, 2) 仍 继续 减少 , 故 | 
喜 吗 +G(zo) < 计 吕 +G (mi) 
从 而 
los| ~—|vs|< 
A 
对 于 弧 在 全 有 
w=—| fe, vas-| Ld 
-| f (%, oaz 十 | 2 ao 2 Jo) dx， 


利用 条 件 3) 可 得 


_2[G (0) 一 Ge < cu (5.28) 
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v4) — [wl < Wadot| Madw=2Meot Sto) (5.29) 


沿 着 444 有 -了 <0, 故 
vs— |va| <0. (5.80) 
最 后 ,对 于 4she 与 4s44, 类 似 的 估计 可 得 
0 一 25 天 2 oo 十 Co ， (6.81) 


把 (5.26) 到 (5.81) 各 式 相 加 , 可 得 
/ va v0 < ot et), 
因此 只 要 取信 > 二 [Ge +G( 一 m)]， 
就 有 v6 一 Vo 二 0。 定 理 证 毕 , 


IV. 在 证 明定 理 5.5 的 过 程 中 我 们 已 经 看 到 ， 如 果 在 适当 的 
条 件 下 能 证 明 存 在 一 条 轨 线 7 它 的 负 半 雪 趋 问 无 限 远 , 同时 沿 着 
正 半 轨 线 极 角 随 t 的 增加 而 无 限 增 加 ， 那 末 环 域 定理 中 的 外 境界 
线 就 可 以 非常 容易 地 作出 来 . 这 种 思想 首先 见于 伍 至 群 [66] 中 ， 
背 此 也 可 以 和 定理 5.2 一 样 把 G( 土 co) 一 十 ce 的 条 件 取消 ， 下 面 
就 来 介绍 这 个 定理 . 

定理 5.6 若 

1) zg(%)>0 当 vw#0; 

2) fC0, 0) <0; 


8) 记 (inf fw,0) 设 | .PCc)sgnzdz 存在 且 有 下 界 ,又 
Hm | (Cg(o) 十 PCc)sgn dz 一 十 co 
4) 存在 0>0 及 及 >>0 使 
| (Cg(o) — Foseno dM (>0, 
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则 方程 (5.25) 存 在 稳定 极限 环 . 
[证 】 象 定理 5.5 一 样 ,不 难 作出 环 域 的 内 境界 线 , 现在 来 作 
外 境界 线 . 先 证 从 第 一 象限 中 任 一 点 (wo, v0) 出 发 的 轨 线 y 当 # 增 
加 时 车 不 与 < 轴 相 交 ， 则 必 有 w( 台 一 +oo， 假 如 不 然 ， 由 于 


Pv>0, 故 y 应 保持 在 区 域 so<z<m1 达 o2, o>0 中 ,由 于 


0(0, 0) 是 方程 (6.25) 的 唯一 奇 点 , 所 以 这 时 9( 纪 必 为 无 界 , 即 
lim DE) 一 十 co， 
这 里 到 是 沿 着 ?> 的 正 半 轨 志 可 以 延 拓 的 上 界 , 它 可 能 是 十 co. 但 
当下 <4< 2) 一 00 9( 了 TD) = wo) 时 有 
wb) 0(T) -| Ca wdo—| -2 dz 
<v (T) -| F (sd, 
rT) 
上 式 右 边 当 >77 时 有 界 , 而 左边 无 界 , 不 可 能 . 
再 证 7 不 能 保持 在 第 一 象限 中 使 2( 蕊 一 十 ce。 因为 
o<m 一 | Fo)dz-| 2 do<w 一 上 F(w) dv, (5.39) 


故 必 Hm | F(w)dz<++o0, 


3 十 0 


否则 ,上 式 左边 不 可 能 保持 恒 大 于 零 , 然后 由 条 件 3) 可知 应 有 
人 (o) dz 一 上 co， 
于 是 由 的 有 界 性 知 全 .32) 式 的 中 间 三 项 之 和 能 取 负 值 ， 这 也 是 
不 可 能 的 四 
总 之 ， 从 第 一 象限 中 任何 点 (zco，wo) 出 发 的 轨 线 后 来 必 与 
轴 相 交 而 进入 第 四 象限 ， 注 意 在 第 四 象限 中 当 y 穿 过 w= 一 3 以 
局 ， 江 着 Y 有 ve 一 3<0 (参考 定理 5.5 中 相应 部 分 的 证 明 )， 且 
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VD— V0 一 | FF (vw) az 一 | 0) 0 (< vo) 


To 


可 知 V 有 下 界 , 于 是 7 也 必 与 负 %v 轴 相交 ， 由 于 定理 中 的 条 件 3) 
与 < 的 正 负 无 关 ， 所 以 7Y 在 第 三 象限 中 的 行为 与 在 第 一 象限 中 相 
类 似 , 在 第 二 象限 中 的 行为 与 在 第 四 象限 中 相 类 似 , 亦 即 7 后 来 
必 绕 原 扩 一 周 重新 进入 第 一 象限 。 这 就 证 明了 在 条 件 1), 2), 3) 
之 下 , 沿 春 ?7 随 着 十 的 增加 轨 线 上 点 的 极 角 将 无 限 增 大 . 
现在 要 用 条 件 邹 来 证 明 存 在 一 条 趋向 无 穷 远 的 负 半 轨 线 ?， 


考虑 当 1 一 如 时 经 过 (0, vo) 的 轨 线 7, 这 里 wm= 一 妈 一 方 . 设 ?可 
向 负 方向 延 拓 的 最 大 时 间 为 人 P<t<, 今 证 在 这 区 间 上 必 有 
v(t) < 一 厨 ， 首先, 这 个 不 等 式 在 t=t0 附近 是 成 立 的 ， 如 果 存 
在 到 > 人 使 

从 < 一 当 妇 <t 导 fo， 而 9( 红 ) = 一 


则 在 区 间 刀 <i 生 如 上 有 


1 
人 


v0) <v0—| Fo) ds 十 c| yaz< 一 刁 (cz>0)， 


令 1 一 妇 ,， 得 到 


2 . 1 
< mr | 
WE- go 


与 假设 相 矛 盾 。 既然 7 的 负 半 轨 永 远 保 持 在 "= 一 二 下 方 ， 而 厅 8 
点 又 是 唯一 的 , 故此 负 于 轨 必 为 无 界 ， 定 理 证 毕 ， 

推论 在 定理 5.6 的 条 件 1, 2), 3) 之 下 , 车 存 在 5>0 使 得 
在 区 间 ( 一 co, 一 @) 或 (@, oo) 上 ne 有 上 界 MM,， 又 FPF(%) 
>0 则 方程 (5.25) 有 稳定 极限 环 . 


z 1 
【证 】 最 见 这 时 若 取 0 一 本 i 订 ， 则 


1) 此 法 最 先 见 于 8H. 及, Kpacoscrzi 的 文章 [29] 。 
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| cc yo — Fv) dz<0 


或 | co@+PGD)ao<o 


于 是 和 定理 一 样 可 证 经 过 (&， 一 4 以 ) 或 (一 a, 41) 的 轨 线 当 上 十 减 
少时 无 界 ， 
例 2% 对 Van der Pol 方程 z+ —1)s+w=0(m>0) 有 
, 9(%) | 
F 1 和 一 工 ) 
满足 推论 的 要 求 , 故 必 存在 稳定 极限 环 . 


->0 当 |sz|>o%, 


V. 在 以 上 四 段 中 读者 看 到 , 在 作 环 域 时 外 境界 线 都 比较 难 
做 , 而 且 除 了 更 zammoB 方法 以 外 , 由 于 对 奇 点 所 加 的 条 件 较 强 , 环 
域 的 内 境界 线 却 非常 容易 做 . 和 前 面相 反 , 如果 我 们 要 用 类 似 于 
$ 3 定理 3.7 的 办 法 来 证 明 存在 极限 环 , 那 末 困 难 的 事情 就 不 在 外 
境界 而 在 内 境界 了 . 当然 ， 如 果 所 讨论 的 方程 的 唯一 奇 点 是 个 初 
等 奇 点 , 那 未 要 判别 它 的 稳定 性 , 以 及 如 果 方 程 含 参数 , 要 知道 参 
数 取 什么 值 时 这 个 初等 奇 点 会 改变 它 的 稳定 性 , 都 是 很 容易 的 事 . 
问题 出 在 当知 点 是 所 谓 “ 细 焦点 ”时 , 要 判别 其 稳定 性 就 必须 计算 
“焦点 量 ”, 而 这 一 工作 有 时 是 非常 费事 的 , 虽然 在 微分 方程 定性 更 
论 中 早已 有 熟知 的 Poinear6 方法 了 ， 下 面 仅 举 一 个 例子 来 说 明 
之 , 大 量 的 使 用 这 种 方法 将 是 本 书后 半 部 的 事 . 


例 3 证 明 方 程 组 
各 -各 - 豆 六 ty 
当 0<61 时 有 稳定 极限 环 . 


【证 】 此 方程 在 6=0 时 以 0(0, 0) 为 不 稳定 焦点 ， 而 当 


1) 例如 , 见 167 第 二 篇 第 二 章 凶 工 。 
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0< 3<T1 时 (0, 0) 改 变 稳定 性 , 成 为 稳定 焦点 , 故 由 83 定 理 3 
知道 在 (0, 0) 外 围 将 出 现 稳 定 极限 环 . 


VI. 除了 以 上 五 种 构造 环 域 的 方法 以 外 , 还 有 一 种 方法 就 是 
以 分 析 无 限 远 奇 点 的 性 质 来 代替 构造 环 域 的 外 境界 线 ， 如 果 能 够 
证 明 : 在 Poinoar6 半球 面 2 上 一 切 异 于 赤道 且 经 过 无 限 远 奇 点 
的 轨 线 都 是 从 赤道 上 的 奇 点 向 有 限 远 处 跑 ， 同 时 在 有 限 远 处 又 只 
有 唯一 的 负 向 渐 近 稳定 奇 点 O， 那 未 全 平面 除去 O 就 是 我 们 所 需 
要 的 环 域 。 但 此 法 一 般 只 适用 于 右 方 为 多 项 式 的 动力 系统 ,因为 
这 时 可 以 借 引 进 齐 次 坐标 来 研究 赤道 上 奇 点 的 人 性质 。 当然 , 有 时 
也 可 以 不 用 Poinoare 球面 , 而 具 给 平面 添上 一 个 唯一 的 无 限 远 
点 ,使 之 成 为 Gauss 球面 , 如 果 这 样 做 了 以 后 有 可 能 分 析 那 无 限 远 
奇 点 的 性 质 的 话 ， 早 在 五 十 年 代 S. Lefschetz[69] 和 董 金 柱 [70] 
就 已 分 别 用 上 面 两 种 方法 分 析 了 van der Pol 方程 的 无 限 远 奇 
点 的 性 质 ， 从 而 得 出 极限 环 外 部 任何 一 点 出 发 的 轨 线 都 以 极限 环 
为 oa 极限 人 的 结论 ， 近年 来 较 好 的 结果 是 证 明 所 谓 Broslator 的 
油分 方程 : 


Es 十 Bo 十 网 y, Y. yoy A>0, B>0, 
/ : (5.33) 
当 . 了 3>1+42 时 有 了 瞧 一 的 稳定 极限 环 , 当 忆 <T+4 时 有 渐 近 稳定 
奇 点 (4， 也 ), 而 且 这 里 是 全 局 稳定 性 : 


这 一 工作 在 国内 出 泰 元勋、 曾 宪 武 [7 与 张 棣 、 入流 
华 [72] 几 乎 同时 独立 完成 。 现 在 简单 介绍 [71] 的 证 法 . 
首先 分 析 有 限 远 奇 点 ， 令 4 二 z+y, 则 (5.33) 变 为 


| 9 一 4 z A (1+B)v+ (ue). (5.34) 


1) 参考 [68] 第 九 草 3 5， 


$ 5， 极 限 环 的 存在 性 109 
由 此 可 见方 程 只 有 唯一 的 有 限 远 奇 点 ， 


(z=4, uA+ 二 ) 或 (2=4, y 一 地 ). 


把 原点 移 到 此 奇 点 去 , 令 
Z 一 由 十 5， 一 和 二 所 十 
.得 到 
On QE _1_ 149 9 
mm S， (8B 1— A )E+ A 


teh £2AEn E+E. (6°35) 


显 见 当 8>>1+ 和 4 时 原点 为 不 稳定 焦点 或 结 点 , 当 如 < 工 十 42 
时 原点 为 稳定 焦点 或 结 点 ，、 为 了 判别 在 哪 一 情况 存在 极限 环 ， 
根据 8 3 定理 3.7, 我 们 必须 确定 在 了 =1+43 时 原点 的 稳定 性 , 
但 是 如 果 能 够 把 无 限 远 奇 点 的 性 质 分 析 清 楚 ， 并 证 明 头 道 能 起 环 
域 定理 中 的 外 境界 线 的 作用 , 那 末 也 能 判别 何 时 可 以 存在 极限 环 . 


为 此 目的 ,以 二 与 二 分 别 代替 (5.33) 中 的 wz, y( 即 引进 章 


Ur 0 fa Ea 
7 vr— A (十 B)wz 十 2 
dny dz _ wy 
i Yo Boe &% 


为 了 研究 不 在 y 轴 上 的 奇 点 , 可 在 上 式 中 令 w~1, -于 一 吧 于 是 
得 到 
dz 


Ee 3 _ 4 
二 yz (1+B)2— A 


人 一 B23 一 g 一 4023 十 (1+B)y—oy. (5.36) 


由 此 可 得 两 奇 点 (1， 0, 0) 与 (1, 一 土 0) . 
对 于 (已 0, 0) ,我们 用 熟知 的 .IaryHoB 方法 来 判别 其 性 质 . 令 
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(5.36) 第 二 式 右 边 等 于 零 , 可 解 出 g 一 Ba 十 …， 代 入 第 一 式 右边 ， 
得 到 

-52 一 32 十 高 次 项 ， 

故 知 (1，0, 0) 为 鞍点 ?。 由 于 z 一 0 是 轨 线 , 故 由 (6.36) 的 第 二 式 
看 出 进入 (1, 0, 0) 的 两 条 分 界线 是 漆 道 , 而 另 两 分 界线 则 从 (1, 0， 
0) 离 开 , 其 中 之 一 进入 上 半 Poincar6 球面 , 即 相 当 于 (w, y) 有 限 平 
面 . 

对 (人 一 1 0), 只 须 令 y= 一 1+ 久 便 可 由 (5.36) 得 到 


一 2 高 次 项 ， ut 高 次 项 . 


所 以 (1， 一 1, 0) 是 不 稳定 结 点 ， 轨 线 ( 除 赤道 外 ) 都 是 从 它 出 发 跑 
问 有 限 平面 . | 

同样 可 证 与 上 述 两 奇 点 直径 相对 的 奇 点 (一 1 0, 站 与 (一 1 
1, 0) 的 稳定 性 性 质 也 与 它们 
完全 一 样 . 

仿 此 ， 对 于 y 轴 上 的 无 
限 远 奇 点 (0， 土 4, 0)， 可 证 
它 是 指标 为 零 的 半 鞍 结 点 ， 
这 样 , 就 可 夯 出 Poincar6 上 
半球 面 中 的 相 图 (图 5.11)， 
于 是 即 知 ， 当 B>>1 二 43 时 
方程 (6.33) 存 在 稳定 极限 
环 。 至 于 它 的 唯一 性 则 留待 
下 一 书 再 去 证 明 . 

为 了 要 证 明 当 B81 十 4 时 无 环 , 注意 ， 名 归 把 (5 35) 中 的 B 
看 成 参 变量 , 那 末 立刻 可 算出 


pp 


图 5.11 


1) 参考 [67] 上册 ,146 页 。 
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P Q 
of 
aB 38 


(B11- AVE+Am 1 过: 上 二 24 一 上 十 二 7 ~—é 
Et 0 
a {1 € 
= (1+S)>0 


当 > 一 4. 故 (5.35) 在 半 平 面 6> 一 4 中 关于 B 构成 旋转 向 量 
场 ， 习 一 方面 , 在 直线 6 一 一 4 上 有 


全 一 一 4(B- 1 .49 十 427 二 4B 一 243 


一 2421 十 4 十 4 一 4>>0， 
所 以 闭 胃 线 如 果 存 在 的 话 也 只 能 全 部 位 于 直线 &= 一 4 的 右 侧 . 
但 是 已 知 当 8>1 二 + 如 时 半 平 面 s> 一 4 中 存在 极限 环 , 当 B 
变动 时 这 些 极限 环 随 着 B 的 增 大 而 不 断 扩 大 ， 它 们 所 中 盖 的 区 
域 的 边界 上 应 该 有 奇 点 ， 由 图 Bb*11 看 出 这 个 奇 扎 只 可 能 是 无 随 
远 奇 点 (1, 0, 0) 或 (0, 1, 0). 最 后 , 由 8 8 的 不 相交 定理 3.2 即 知 
(5.85) 当 B<1+ 4 时 不 存在 闭 轨 线 . 


以 上 介绍 了 证 明 极限 环 存在 的 六 种 主要 方法 , 除 此 以 外 还 有 其 他 较 少见 
的 方法 .例如 Seiforii47] 和 用 流转 向量 汤 的 于 论 直方 

和 -ww 0) -fis Va) 
(其 中 及 (4,2,0) = ot Ho by 当 s<0 本 存在 红眼 环 扒 出 方 和 
(5.35) 也 存在 极限 环 ， 代 替 大 位 移 下 衰减 的 条 件 ( 即 定理 55 条件 3) 的 前 半 
部 ), 他 只 要 求 ; 存在 常数 及 >0 以 及 连续 函数 Cv), 使 对 一 切 x,v 有 


fle, >p | gtr)ar—nhCy), 


这 表示 对 十 每 一 固定 的 2,， 当 |]z| 足 够 大 时 有 f(z,2)>0, 但 不 一 定 能 找到 
Iz| 的 下 灌 zo 使 适用 于 一 切 v。 例 如 ,车 
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2 -~ 
Jo 5) = TFT 1, g(x) 5? 


由 定理 5.5 中 的 条 件 3) 便 不 成 立 ,而 Seifert 的 条 件 成 立 。 
此 外 ， 当 方程 (5.10) 中 的 g(x) 有 多 于 一 个 的 零点 时 ,代替 定理 5.2 那 种 
避 开 原点 ( 彰 点 ) 以 外 的 其 他 青 点 的 办 法 ， 人 对 Sansone 与 及， Conti [73] 直接 
研究 了 有 两 个 月 点 的 方程 由 经 过 鞍点 的 两 条 分 界线 包 疝 原点 时 的 相对 位 置 ， 
并 给 出 条 件 以 保证 原点 外 转 存 在 极限 环 . 后 来 余 洗 祥 [74]、 周 毓 荣 [75] 又 改 
进 了 他 们 的 条 件 。 但 总 的 说 来 , 分析 经 过 鞍点 的 两 条 分 界线 以 确定 它们 的 相 
对 位 置 ， 即 使 对 于 多 项 式微 分 方程 也 是 相当 困难 的 ， 除了 在 极其 特殊 的 情况 
以 外 . 
尖 于 证 明 方 程 (5.10) 或 多 项 式 系 统 存在 极 限 环 的 文章 很 多 , 仅 国内 近 数 
年 来 就 有 三 四 十 篇 之 多 , 下 面 按 本 节 所 述 六 种 主要 方法 归 类 分 别 给 以 简单 的 
介绍 , 详情 请 读者 查阅 原作 ， 
1， 头 于 用 折线 来 作出 环 域外 境界 线 的 有 廖 晓 昕 、 梁 竟 军 [76]," 张 标 、 陈 
治 融 [7 李 继 彬 [78j 等 工作 , [76] 特 别 研究 了 二 拍 振荡 器 方程 
T+pler—2)x+7x=0, (5.37) 
证 明 相 应 的 方程 组 当 0<p<1 时 存在 稳定 极限 环 、 后 来 ，[?9] 又 证 明了 环 的 
唯一 性 ，[L7?7j 所 研究 的 是 与 (5.33) 类 似 的 、 出 现 于 三 分 子 化 学 反应 理论 中 的 
方程 组 : 
t=A— Br— wy?, y= Br ry? —Yy. (5.38) 


Lf8j 则 研究 了 形 如 (5.14) 的 方程 , 并 用 于 解决 机 械 切 前 理论 中 的 二 阶 非 线性 
方程 

z+alzl*+olri*r+e) r+r=0 (5.39) 
的 周期 解 问题 。 

2. 关于 用 quargmnoe 方法 来 构造 环 域外 境界 线 的 ,除了 较 早 的 余 潮 祥 
L7 包 以 外 , 近年 来 东北 师范 大 学 黄 启 昌 , 史 希 福 , 陈 秀 东 等 同志 做 了 不 少 工作 
[80, 81, 83, 83, 84], 其 中 [83] 把 本 池 引 理 5:2 的 方法 上 升 为 特征 轨 线 , 特征 
点 和 特征 区 间 等 概念 ,不 但 推广 了 drzmanoB 的 结果 ,而 且 得 到 构造 具有 % 个 
极限 环 的 Liénard 方程 的 新 方法 . 

3， 直接 用 方程 的 轨 线 段 和 它 的 截 线 来 构 作 环 域 的 外 境界 线 的 有 Dean 
A. Netnann 与 L. D. Sabbagh[85], 叶 彦 说 [86]1, 吴 获 光 [871, 林立 陪 [881， 
杨 宗 培 [89j] 等 工作 ， [L851 推广 了 Jparmes 的 定理 5.1,[87] 指 出 BR. MM 
Cooper[90j 证 明 方 程 
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军 ~P(y), 学 =Q(z, Y) 

在 一 定 的 条 件 下 存在 极限 环 的 结果 是 错误 的 ,并 给 以 修正 . [89] 推 广 了 区 
各 mrexpseiit[9 菇 关于 Liénard 方程 (其 中 g(x) 二 2) 存在 极限 环 的 定理 , 并 给 
出 了 方程 至 少 存在 两 个 环 的 充分 条 件 . 

4. 用 轨 线 一 端 跑 向 无 限 远 的 办 法 来 构 作 环 域外 境界 线 的 有 余 渤 祥 
[92], 陈 广 卿 [93], 周 镜 荣 [9 幻 , 王 现 [95] 等 工作 . [92] 对 Liénard 方程 所 给 
出 的 较为 广泛 的 条 件 推广 了 定理 5.1, 5.3, 5.4 的 结果 ， [93] 又 给 [92] 的 结 
果 作 进一步 的 推广 ，[95] 所 给 出 的 充分 条 件 与 定理 5.4 有 出 入 ， 加 强 了 条 件 
4) 而 减弱 了 条 件 3), 使 之 更 便于 检验 ， 作 为 特例 , 他 得 到 硬 弹簧 系统 


ax dy 9 
-一 一 F(Tr), 了 vk Crm) 


《其 中 >0, 0>0, Fe) 为 分 段 多 项 式 , FC0) =0) 存 在 极限 环 的 充分 条 件 
594 研究 了 方程 (5. 了 4) 的 极限 环 的 存在 唯一 性 和 唯 二 性 . 
5. 用 改变 奇 点 的 稳定 性 以 及 分 析 无 限 远 奇 点 的 办 法 来 证 明 极 限 环 的 存 
在 性 的 有 陈 兰 苏 , 并 竹君 的 [96, 97, 98] 和 王 现 [99] 等 工作 . [96] 研 究 免疫 反 
应 中 的 方程 
Fp 0betey— dwy), Vy t+), 
其 中 a,5,c,6 为 正常 数 ，[98] 研 究 生 存 竞 争 方程 


Ce =Z(01+ Gar + 437°) ~ xY, 而 


at A YY. 
[97] 研 究 催 化 反应 系统 : 
号 一 一 2 一 0422 十 ao2t 十 04X20， Vat 1s? — agry — qun’y, 
[99] 研 究 软 弹簧 系统 
: QT Fg), Wy pk Cz’), 


at 
其 中 >0,0>0, F(z) 为 二 次 ,三 次 或 四 次 多 项 式 , (0) =0. 

注意 :关于 方程 组 存在 代数 曲线 (特别 是 闭 曲 线 ) 解 的 工作 ， 关 于 二 次 ， 
三 次 多 项 式 存在 极限 环 的 条 件 ， TY 
都 没有 提 , 我 们 将 在 以 后 名 节 再 介 


习 题 
1、 详 细 解 释 定理 51 中 诸 条 件 的 物理 意义 ， 
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2. 试 由 定理 5:1 的 条 件 成 立 推 出 定理 5.3 的 条 件 亦 成 立 ， 
3， 试 由 zg(7)>0(z 夫 0) 及 了 (+), g(7) 连 续 , 直接 证 明 方 程 


CU -2 
dr F(X)—Yy 


的 解 存在 且 唯 一 ( 除 (0,0) 点 以 外 ). 

4. 证 明 车 在 定理 5.5 中 f(z, v) 三 f(z), 则 定理 5.5 可 由 定理 5.3 推出 
[100]. : 

5， 设 在 方程 (5.4) 中 f(x,v) 与 g(x) 满足 Lipschitz 条 件 , f(0,0) <=0, 
zg(7X)>0 当 ZrHF0; 当 |z1>wo 时 有 1gCz)| 填 f(z, 四 | 四 >se>0; 又 存在 
>0, 使 当 |zx|++1v1 宇 有 BR 时 有 了 Cz,2) 填 f(x， 一 2+) 之 0, 则 方程 存在 稳定 极限 
环 ， (A. de Castro.) 

6. 者 在 方程 (5.10) 中 了 (x) 与 g(x%) 为 奇 注 数 , xg9(x)>0 当 x0, 又 存 
在 8>0 使 当 0<z<8 时 有 g(t) > (于 +a [Fo)PCo1s>0, 则 方程 (5.10) 
以 原点 为 中 心 点 L101]. 

7. 对 方程 (5.25), 记 

fo(T) = max fw, 0), f1(7) —minf (x, 7)， 


设 方程 上 + 如 (oz 二 9g(z) =0 满足 定理 5.3 的 条 件 1), 4+fi(z)z+g(%)=0 
满足 定理 5.3 的 条 件 2), g(x) 满 足 定理 5.1 的 条 件 1), 则 方程 (5.25) 存 在 稳 
定 极 限 环 (中 KEHIIHOB) . 

8. 设 在 方程 (5.10) 中 xg(z)>0 当 ZH 夫 0，9(0) 一 0，G( 一 co) 一 十 co; 
zF(O)>0 当 2 关 0 上 12| 充 分 小 ; 又 存在 C>0 及 常数 戏 >0, 使 


FoO+C| gzydz<M (vs>0), 


存在 m0>0 及 玉 >0, 使 当 z< 一 mm 四 M+ 地 一 也 (一 各) < 去 时 有 


—f(%)/9(5) «RK; 
又 F+c)= 一 c。 则 方程 (5.10) 存 在 不 稳定 极限 环 [923]. 

“9. 已 给 方程 4 二 Fo) 十 G(o) ==0,  G 连 续 且 能 保证 解 的 唯一 性, 又 
yF(y) <0 对 |y| <m(>0),F()sgny>0>0 对 |y|>m> mn; max |F(y)|= 
M>0 对 | 和 orG(Co)sgngD 邓 二 8 对 1 6Ge>0s>0)。 则 方程 存在 稳 
定 极 限 环 [103]. 

10, 若 在 方程 x+ jz zz+9(z) 一 0 中 f, 9 为 一 次 连续 可 微 , yf (x, y) 


>0zg( 办 >0 当 z#0 又 [ gC) 如 +e, 则 方程 的 可 延 折 到 1-> 十 ~ 的 


十 
0 
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解 必 为 有 界 , 它 或 是 振动 或 是 趋 于 零 。(W. R. Utz.) 
11. 证 明 ， 车 在 方程 + 了 (2) +g(v) 一 0, 了 GO =[ f(a)dz, 著 


g (7%)F(Z) <0 对 zx 和 0, 则 不 存在 闭 轨 线 . 
12. 用 分 析 无 限 远 奇 点 的 方法 证 明 在 方程 


守 = 一 和 十 010b 十 Ga22 Ua WV 1 ay a yy 


中 如 果 a 之 (qt 十 42)”， 则 必 存 在 稳定 极限 环 , 它 位 于 第 一 象限 L37j. 
13. 证 明 若 ai>0, qs<0, ai 十 aa 十 as>0，a 十 20s>0 则 方程 


00 a 
A T+ 0a2 十 030 ) — 2Y, ytay 


a 
必 有 稳定 极限 环 , 它 位 于 第 一 象限 [98]. 

14. 车 在 方程 (5.10) 中 Flx), 9(2) 满 足 条 件 . 

1) 存在 Gy:<0<61, 使 当 62<x< 人 时 f(z)<0, 而 当 2>2 和 zZ<0s 时 
(zy>0,， 旧 已 (十 ce) 一 十 co; 

2) 存在 和 <6s 使 当 xz< 和 A 时 g(x)>0, 当 和 <xz<0 及 z>0 时 有 
zg(2) >0, gM) =g0) =0, gM) <0; 

3) 序 在 0>0 及 放 >>0 使 


| Ce -Fe)az<2 (o>0); 


4) FO < -(M+ 却 +8), ge>0, 


则 方程 (5.10) 存 在 稳定 极限 环 [75]. 
15. 设 在 方程 pC) 二 (2)n(z)=0 中 D>0, | -7 一 + 


zn(X) 汪 0 当 Zz 大 0, 是 9, 上册, 7 都 连续 , 并 能 保证 初 值 问 题 的 解 的 存在 狂 和 唯 
一 性 ， 试 证 : 
a) 若 yp('y) <0, 但 当 0<y&1l1 时 gl9) 半 0, 则 对 应 的 方程 组 不 存在 团 
轨 线 
b) 车 op(0) 一 0 9 0)<0 人 十 co) = 一 土 c， 又 存在 常数 到 > 册 帮 < 大 使 
pgY 演出 (9 人 一 一 六 一 纹 ]， 当 y>M, Ilr|<+~; 
pA EDEL Nn) yy<~M, ||<+™, 
则 方程 组 至 少 存 在 一 个 极限 环 [103j. 
16. 用 上 题 证 明 z+az(1L-?yz2)+CG+BlzlD)z=0G<07y，8>0) 存 在 
周期 解 。 


$6. 极限 环 的 唯一 性 


研究 极限 环 的 唯一 性 的 工作 不 如 研究 存在 性 的 那样 多 ， 究 其 
原因 , 大 概 有 两 个 ; 第 一 , 唯一 性 问题 比 存在 性 问题 困难 些 , 不 容易 
得 到 好 的 结果 ; 第 二 , 唯一 性 问题 在 微分 方程 定性 理论 中 的 重要 性 
以 往 未 被 人 们 所 注意 . 近 二 十 多 年 来 由 于 国内 和 苏联 数学 家 对 右 
方 为 二 次 多 项 式 的 方程 开展 了 大 量 的 研究 工作 ， 促 使 人 们 对 唯一 
性 问题 逐渐 重视 起 来 , 而 且 也 出 现 了 不 少 优 秀 的 成 果 。 下 面 将 按 
所 用 方法 的 不 同 , 分 成 几 自 来 介绍 这 方面 较 重要 的 工作 

I， 点 变换 法 

对 于 在 非 线性 振动 理论 中 经 常会 遇 到 的 分 区 线性 方程 ?， 人 
们 常用 点 变换 法 来 证 明 极 限 环 的 存在 性 ， 这 时 极限 环 就 对 应 于 点 
变换 中 的 不 动 点 ， 读 者 在 $1 中 已 见 到 过 . 如 果 在 肯定 不 动 点 存 
在 时 还 能 证 明 它 是 唯一 的 ， 那 末 也 就 证 明了 极限 环 的 唯一 性 。 下 
面 举 一 个 比 $1 例 3 更 为 复杂 的 例子 来 说 明 这 一 方法 ”. 

例 1 考虑 栅 极 电路 中 带 有 振荡 回路 的 电子 管 发 生 器 (图 
6.1), 略 去 阳极 反作用 , 栅 流 和 电子 管 中 的 电容 ， 根据 Kirohhoff 
定律 可以 写 出 拔牙 方 和 为 


TO oY wv [RO— Mf GD] B+tu0, (6.1) 


其 由 (u) 表示 特性 曲线 各 一 各 (0 的 斜率 、 今 近似 地 取 名 (ee) 为 分 
段 线性 函数 (图 6.2) 


1) 读者 在 例 1 中 可 以 着 出 , 这 实际 上 是 为 了 避免 出 现 不 能 求 通 解 的 非 线 性 方程 
而 采用 的 一 种 近似 方法 ,但 它 有 时 也 能 得 出 基本 上 正确 的 结论 . 

2) 取 自 A. A. Annponop, A. A, Baon 与 0. 8. Xaikaag[104] 第 八 章 。 

3) 注意 ， 如 果 改 取 名 (一 *o 二 7 十 ?au2 十 yau3， 再 把 图 6'3 中 的 坐标 原点 移 到 
转 广 曲线 的 变 曲 点 去 ,， 则 上 式 右边 只 剩 下 一 次 和 三 次 项 , 而 (6.1) 这 时 便 成 为 van der 
Poel 方程 。 


1 


由 I 
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| 0, 当 Ww 一 wo 
- S (w+ Vo) ， 当 人 > 一 好 0， 
并 且 引 进 无 量 纲 变数 


vo ” 2 A/ 


则 方程 (6.1) 可 改写 为 
Z 十 2152 十 zz=0， 当 2z<< 一 1 四 
有 一 21az 十 一 0， 当 vw>-l | (6.4) 


其 中 有 = 于 BOoo ha= [MS— RO]. 
化 为 方程 组 , 得 到 
dz vw 一 2hy， 当 Z 必 一 工 
th 党 -人 当 2Z> 一 工 
直线 z= 一 1 分 (%, 幼 平 面 为 两 个 区 域 (Z): 2<< 一 芋 与信 7): 
oo> 一 1。 方程 (6.5) 的 唯一 奇 点 (0， 0) 位 于 区 域 (IZ) 中 ， 自生 >0 
知 (0, 0) 对 (了 DD 中 的 轨 线 来 说 是 稳定 焦点 或 结 点 . 
车 太 >4 则 (0, 0) 对 (7D 中 的 轨 线 来 说 是 不 稳定 结 点 ,有 两 
条 积分 直线 (斜率 一 正 一 负 ) 离开 原点 ， 各 在 第 一 或 第 四 象限 中 跑 
向 无 限 远 ， 故 不 可 能 存在 极限 环 ， 同 理 可 知 加 <0 时 也 不 可 能 存 
在 极限 环 ， 阁 如 =0, 则 在 (0 0) 附 近 有 一 系 闭 轨 线 ,这 在 物理 学 


(6.5) 
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上 是 不 可 能 实现 的 ， 因 此 今后 不 妨 设 0< 加 < 二 这 时 (0, 0) 对 
(7ZZ) 中 的 轨 线 来 说 是 不 稳定 焦点 .。 今 再 假设 0< 加 <1, 则 (了 中 
的 轨 线 是 螺 线 ， 我 们 来 研究 从 直线 % 一 一 1 下 半 部 上 的 一 点 (一 1 
一 5) 出 发 的 轨 线 (图 6.83)， 当 t 增加 时 它 应 与 z= 一 1 的 上 半 部 
交 于 一 点 (一 1，s)， 易 见 此 轨 线 的 参数 方程 是 

S 十 /3 


C1 


人 = 二 一 eht| cos wit 十 sin ot ; 
(6.6) 


4/ 一 et| —§ C081t 十 一 二 Sin ii， 
1 


其 中 wo 一 M1 一 加， 假设 运动 在 (一 1， 一 8) 的 时 刻 为 =0, 而 在 
(一 1, 8) 的 时 刻 为 厂 zz/w1, 则 有 


hiTi 
一 一 s+h: . 
—]=—eée % [eoszwi + ST sin ), 
1 O01 
NTL 十 SA .， 
8 一 6 % | —s eos 本 十 一 sin ma , (6.7) 
1 t 人 . 


由 此 可 解 出 s 与 s: 


em 一 009724 一 71SmT1 二 6 TN OOST1IT YN TT! ， 


3 一 Sp . 3 。 
M1i+ yisinz M1+yisinz 


(6.8) 
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其 中 汶 -人 ~- 加 /MI 成 ， 现 在 要 在 Gs, 9) 平面 上 研究 曲线 
(6.8) 的 性 质 , 这 里 把 m 看 成 参数 ， 为 此 , 引进 辅助 函数 


0O(T，y) =1 er(c08T—Y SinT) ， (6.9) 
易 证 它 具 有 下 列 性 质 ， 
1. A -7)=9(5, 7), 9(0, 7) =0; 
2 . 一 (1 十 ?err gin7; 


3. yy 7Y>0 时 op(r 7Y) 对 5 有 零点 (7Y) 介 于 w 与 2w 之 间 ， 
当 Y<T IJ) 时 有 pk\r 7)>>0 (图 6:4). 


利用 g(r, 7Y) 可 将 (6.8) 写 为 / 
Eng 7) EY g(r 71 “10 
ViTyanm’ Mlityisinz” (6°10) 
由 帝 又 可 求 出 ， | 
ds _ _ PT1,Y1) ds _ p(T1, —Y1) (6 :11) 


dv Ts Tt Ur Mili+y? ein? vr 
根据 (6.10), 6,11) 以 及 g(r, ?7) 的 性 质 可 以 看 出 , 当 人 从 
0 变 到 ww 时, s 与 8 都 从 0 单调 增加 而 趋 于 十 ce, 不 难 在 (3S，s) 平 
面 上 作出 曲线 (6.10) 的 图 形 ( 图 6.5)， 它 在 原点 有 斜率 1， 当 妈 
从 0 增加 到 w 时 曲线 sf(s) 的 斜率 单调 增加 , 最 后 以 直线 
S 一 cyr8 十 G (6.12) 
为 渐 近 线 , 其 中 


Ga 一 lim 一 emrsS ] = -2 


VI 
曲线 s 一 f(s 就 确定 了 点 (一 1， 一 9 与 (一 1 的 之 癌 的 对 应 关系 _ 
_ 和 上 面 一 样 ， 可 以 讨论 由 区 域 (IDZ) 中 的 罗 线 所 确定 的 ， 从 点 
(~ 了 s 到 点 (-1， -5 的 对 应 关系 ， 为 方便 计 ， 根 设 运动 在 时 
刻 = 一 至 <0 位 于 (一 十 鸣 ， 而 在 1=0 到 达 ( 二 1,， 一 $1)，、 要 得 
到 si 与 ?的 类 似 于 (6.10) 的 表达 式 , 只 须 注意 方程 (6: 轧 在 (77) 


一 0. 
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图 6.5 图 6.6 
中 的 轨 线 方程 可 由 (6.6) 中 的 式 子 改 太 为 一 jz 为 由 = WEI 大 
而 得 到 .这样 , 只 要 再 在 (6.8) 中 改 s 为 su 立 为 一 Ts, 就 可 得 到 


一 YiT 十 00S7T3 十 ?3 SIN Ts 
工 十 ?> Sim Ta 


= 
se tor — agin rs 
i i M1lt+y2 sinTs 
其 中 1 上 式 又 可 改写 为 | z 
8 一 一 上 二 2 g -rp (6.18) 
根据 gCz, ?7) 的 性 质 ， 只 要 让 za 在 (w, 码 ) 中 变动 ， 就 可 得 到 
(0, cc) 中 的 一 切 s, 这 里 码 是 wp(ra， 72) =0 的 最 小 正 根 , wm 过 区 
<%r. 容易 画 出 由 (6.18) 所 表示 的 曲线 S = 和 (Cs) 的 图 形 (图 66). 
当 ea 从 ; 吗 溅 少 到 中 时 * 从 0 增加 到 十 co, 5&4 从 定 值 %>0 增 加 
测 十 bo， 当 '>0 寺 有 曲线 s1 一 g(s) 有 正 的 斜率 , 它 随 纪 的 增加 而 
出 加 , 最 后 趋 于 极限 OY™, 浙 近 线 的 方程 是 . 


2ys(1 +eY™) | 6.14 


和 


er 十 
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把 (6.10) 与 (6.13) 接 在 一 起 , 就 可 得 到 直线 z= 一 1 的 下 半 部 
到 下 半 部 的 点 变换 , 它 把 (一 I， 一 5) 变 为 (一 J， 一 81)， 求 这 个 所 变 
换 之 下 的 不 动 点 就 相当 于 把 图 6.5 与 
图 6.6 壕 合 (图 6.7) 而 求 两 曲线 8= 
f(s) 与 4=g(s 的 交点 ， 下 面 分 两 种 
情况 来 讨论 ， 

1. 0<ho<h<1d, 

这 时 直线 (6.12) 的 和 斜率 大 于 直线 
(6.14) 的 斜率 , 故 曲线 $s 二 f(s) 与 $1= 
9g(s) 有 奇数 个 交点 , 今 证 它们 只 有 唯 
一 的 交点 ， 假 设 (8” 5s= 沁 是 两 曲线 
的 任 一 交点 ， 它 对 应 于 参数 71, ra， 则 
由 (6.10) 与 (6.13) 得 到 到 67 

cy3p(T1， 一 ?1) er:Tig (To, — Y2) 

MV 二 十 ?2 Sin Ti MM 十 sinT7ay 
eg YD) Ta ya) (6.15) 
M1+y gpnTr ~ TI 十 着 sin7za 


dau| _ 9 /加 _ (Ta, Ya) p(T1, —Y1) 
有 可 ds )., pT3, —Ya) 9 TL YD) 
利用 (6.15) 可 算出 
os: — OY YT ~~0 | 1 (6.16) 
ds | $= 


男 一 方面 , 由 于 当 s 其 小 时 s1>s, 故 在 两 曲线 的 第 一 个 交 抬 


P 忆 处 应 有 加 
| rb et 
事实 上 , 利用 (6.15) 容 易 算 出 在 (3', 于 一 5) 有 


ds ds, — p27 Yi5)) _9P(Ta, ya) ~ 0, 
as ds PTa, —Ya) 


1) 这 条 件 相 当 于 8BO>MS> BO, 且 BC< 二 
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因此 必定 有 z 
0< ,<1. (6.17) 
如 果 两 曲线 还 有 第 二 个 交点 Q, 则 在 点 Q@ 应 有 
dss ds | Qs1 : , 
了 > 人 > 从 而 一 ~ 并。 (6.18) 


但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 由 (6.16) 看 出 , 当 s 增 大 时 zi 增 大 而 za 减 
少 , 故 应 有 


ds) ds 
ds lo ds lp 


与 (6.17) 一 起 就 看 出 (6.18) 不 可 能 成 立 。 这 就 证 明了 不 动 点 的 叭 
一 性 ， 亦 即 方程 (6 下 只 有 唯一 的 极限 环 ， 由 (6.17) 可 以 看 出 ( 根 
据 $2 定理 2.1) 它 应 是 稳定 环 . / : 
2. 0<h<h<l. 
这 时 假如 两 晶 线 $==f (8) 与 =g(s) 相 交 , 则 在 第 一 个 交点 
处 应 有 / 四 


Qs 67 77 1 
“gs ” 


但 这 是 不 可 能 的 , 因为 79 记 T 之 T1， 且 当 有 加 之 加 时 有 ?ys 之 入 ， 

可 以 证 明 当 后 之 1>>ho>>0 时 方程 人 .5) 亦 存在 唯一 的 稳定 极 
限 环 , 这 时 (0,，0) 对 于 区 域 ( 站 中 的 轨 线 来 说 是 稳定 结 点 ， 故 (6.6) 
式 不 再 能 用 ， 证 明 与 前 类 似 , 从 略 . 


对 于 一 般 的 非 线 性 方程 , 由 于 点 变换 无 法 用 解析 式 子 明显 地 表达 出 来 ， 
所 以 要 和 上 面 完全 一 样 地 证 明 极 限 
环 的 唯一 性 往往 是 办 不 到 的 。 但 是 
按照 点 侄 换 法 的 精神 , 世 可 以 用 下 面 
的 方法 来 达到 证 明 唯 一 性 的 目的 ， 

图 6.8 (a) 先 用 定性 方法 证 明 从 过 奇 
点 0 的 半 射 线 1 上 任 一 点 4 出 发 的 轨 线 必定 重新 回头 交 1 于 互 (图 6.8). 
(b) 证 明 比 值 1541: 1081 (或 差 值 1041-1081|) 随 104| 的 增加 而 单调 
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增加 (减少 ). : 

那 末 104| : 108B1 最 多 只 能 有 一 次 等 于 1(04|-]08| 最 多 只 能 有 一 次 
等 于 零 ; 这 就 表示 裤 限 环 如 果 存 在 ， 必 为 叭 一， 用 此 方法 研究 极限 环 的 唯 -~ 
性 而 得 到 较 好 的 结果 者 有 [63] 与 [64] 

II. Poincare 方法 


此 法 见于 Poincar6 的 经 典 论文 < 微分 方程 所 和 义 的 积分 曲 


线 > 中 ， 先 证 . 
引 理 已 给 极 坐 标 下 的 微分 方程 / 
9P 一 p(po， (6.19) 


它 以 原点 0 为 奇 点 ， 设 炒 (o) 是 p 的 任 一 单 值 连续 可 微 函数 ， 如 
果 方程 (6.19) 存 在 两 条 闭 罗 线 刀 与 Ts 刚 在 I 与 Ts 之 间 必 有 


dy _ 00 Of, WN 
dp gp, 0@) Ce， 35 (9 3 ) 0, 
Op dp i 
D0 = co， dp ~ OO : (6: .20) 


[证 】 如 果 i 与 Ta 不 是 套 在 一 起 ; 或 是 虽然 套 在 一 起 ,但 
0 在 两 者 的 外 部 或 夹 在 两 者 之 间 ; 或 是 套 在 一 起 , 且 0 在 里 面 一 条 
的 内 部 , 但 存在 过 O 的 半 射 线 , 使 与 其 中 之 一 的 交点 多 于 一 个 ; 在 
这 几 种 情况 都 容易 证 明 在 Ta 与 Ts 之 闻 必 有 点 使 p(o, mw =co， 
为 此 只 须 应 用 熟知 的 公式 


/ee 
其 中 表示 过 一 点 的 向 径 与 过 此 点 的 (6.19) 的 轨 线 的 交角 . 
现在 假设 OCITiCTs, 且 从 O 出 发 的 任 一 半 射 线 w=ao 与 
九 只 交 于 一 点 (oo p 了 9) (i 一 1, 2)。 研究 函数 
E(@0) 一 峭 (pP) —y (pn). 
显 见 它 是 oo 的 连续 周期 函数 ， 因 此 必 有 oo 使 E 取 最 大 值 ， 在 


CU -一 CUT 有 
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dw) 
do WwW= 1 和 9, 
dy d ay : 
EE) .91 
(名 dp EE) Po Cn)) =-( 和 多 dp - 动 )。。 Ds ))" (6 ) 


今 再 固定 ou 把 名 外 看 成 的 函数 , p 的 变动 区 间 趾 


[oP Co), py (01)]， 由 《6:21) 及 Rolle 定理 知道 必定 存在 P ， 
p(w) <P <pP6 oz)， 
使 在 点 (or p) 至 少 成 立 下 列 三 个 等 式 之 一 : 


dy do oy gdp)- 0, 也 (2 Gp ) 一 co， 
p 


dp dw 一 部 (名 dw dp dw 


bp Se gg(p, 因 代 入 上 列 各 式 , 即 得 (6.20)， 直 理 证 毕 . 


证 6.1 如 果 对 于 方程 (6.19) 能 找到 函数 区 (p)， 使 在 某 一 
单 连通 域 8 中 (6.20) 的 五 个 关系 都 不 成 立 , 则 在 G 中 最 多 只 能 有 
一 条 闭 轨 线 , 因而 必 为 极限 环 . 

”由 引 理 知道 这 是 显然 的 ， 

推论 ”如果 plp, 9) 是 两 个 连续 函数 之 商 , 且 分 母 在 区 域 G 
中 不 等 于 零 ; 又 沿 着 任 一 半 射 线 wwo, p(p, 中 ) 是 p 的 单调 递增 
(或 递减 ) 函数 , 则 在 G 中 最 多 只 能 有 一 条 闭 轨 线 

【证 】 由 假设 知 在 G 中 没有 点 使 p(p, %) 一 co, 故 由 引 理 的 
证 明 过 程 可 以 看 出 ， 如 果 存 在 两 条 闭 轨 线 Tu, 7 了， 则 它们 都 应 包 
合 原 点 在 其 内 部 , 并 且 任 一 半 射 线 w=awo 只 能 与 五 交 于 一 点 ， 注 
意 9(P, o) 关 于 2 为 单调 , 即 得 


0= plp:(0), og> p (paC0), 0)ab =0, 


了 矛盾. 故 不 可 能 存在 两 条 闭 轨 线 . 
例 2% 设 有 方程 


d . pm 
ytoh boy), Wtyple,y), (6.22) 
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其 中 
F(w,y) =a[ (2—%0)+(y—y) mA a#0,k>0. 
则 当 上 >> 吉 十 姐 时 方程 (6.22) 存 在 唯一 的 极限 环 , 它 当 a<0(>0) 
时 为 稳定 (不 稳定 ); 车 jc 中 十 亏 则 (6.22) 没 有 闭 轨 线 [105]3， 
【证 】 当 太 > 中 十 名 时 园 也 (w, yg) 一 0 包含 原点 在 其 内 部 ， 取 
太 (o 殷 一 于 (十 的， 则 可 算出 


[e+ yy 0), 
取 +>0 其 小 , 可 使 图 0.: 2 十 妨 一 ”全 部 在 加 F(%, 儿 ) =0 的 
内 部 ， 于 是 在 0, 上 ~ 与 a 异 号 . 同样 到 >0 上 人 大， 使 加 
Op: 人 十 绑 一 尼 包含 了 (vw,Y) 一 0 在 其 内 部 ， 则 在 Or 上 5- rh 
同 号 ， 因此 在 0; 与 Ca 之 间 必 存在 极限 环 ， 它 妆 Co 
稳定 (不 稳定 ). 
要 证 唯一 性 , 可 将 (6.22) 先 化 为 极 坐 标 , 得 到 


Sp ~pF (peose, psin w) 一 Pup ©), (6.23) 
其 中 , , : 
FF (peogw, painw) =o [22 一 2p (oocosw 十 Wogsin ow) 十 p0 一 个， 


克 二 3 十 锯 ， 今 取 由 (p) -二 则 显 见 在 0; 与 04 之 间 有 


op 加 op a 
dp 天 co Pp, @O) 天 oo， Bp 天 co， 2 六 
最 后 
op) 9 [, kprt2p(vocos tty eine) ~—p? 
却 (? Ts ) Op 上 D | 


因为 p< 故 由 定理 6*1 知道 极 跟 环 唯一 存在 ， 
1) 这 个 例子 是 $1 例 5 的 推广 , 但 把 (6.22) 化 为 极 坐标 以 后 并 不 能 求 出 通 积分 
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要 证 4sz2 十 加 时 不 存在 闭 轨 线 ， 只 须 注意 (6.23) 的 积分 线 
大 于 直线 cocoso 十 gsinw=0 的 对 称 线 所 满足 的 微分 方程 是 
ap[P+27 (ooo0swtyosino) + 也 - 同 ， 
由 此 可 得 (注意 pe 人 


dp_dpyY - .02 
(se 了) 2aplp +po—£|>0, 


故 方程 (6-23) 不 可 能 存在 闭 轨 线 . 
在 介绍 其 他 方法 以 前 , 让 我 们 先 说 说 有 关 Liénard 方程 
| tf(2)2+g(8) =—0 (6.24) 
的 极限 环 唯一 性 的 研究 历史 方程 (6.24) 可 借 普通 的 代 换 化 为 方 
程 组 


芋 -w 时 -一 oo-gyGo (6.25) 
亦 可 借 Libnard 变换 化 为 方程 组 
人 一 y- F(%), VY —g(w). (6.26) 


这 个 方程 之 所 以 重要 ， 不 单 是 因为 (6.24) 本 身 有 明显 的 物理 
意义 , 而 且 还 由 于 ; 有 不 少 不 属于 (6.26) 形 状 的 方程 组 , 在 证 明 它 
的 极限 环 的 唯一 性 时 ， 往 往 需 要 经 过 一 些 坐 标 变 换 化 成 (6.26) 的 
形状 以 后 才能 达到 目的 ， 这 一 事实 读者 在 本 书 的 后 半 部 将 可 清楚 
地 看 到 . 

最 和 完 证 明 方 程 (6.24) 的 极限 环 的 唯一 性 定理 的 是 Liénargd 
L9], 他 的 结果 如 下 . 

定理 6.2 设 g(w)==z, f(z) 为 偶 函 数 ， 存 在 6>0, 使 当 - 
|z|<8 时 有 了 f(%) <0, 当 |z|>>6 时 有 f(%)>>0, 又 


| Juan-tco (6.27) 
则 方程 (6.26) 存 在 唯一 的 (稳定 ) 极 限 环 . 
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N, Levinson 与 0. KK. Smith [64] 推广 此 定理 到 9(2) 为 非 线 
性 连续 函数 的 情况 去 , 但 设 ; 


ZooO)>>0 当 2 天 0， | yc)az=- 二 co， (6.28) 
0 , . 


他 们 也 不 要 求 (wz) 是 偶 函 数 . 

GL Sansone[106] 仍 设 g(%) 三 z,， 除去 Fa 为 偶 二 数 的 条 件 
(因而 它 的 零点 可 能 不 对 称 于 原点 ), 而 改 为 假设 F(z) 有 对 称 于 原 
点 的 零点 , 也 证 明了 唯一 性 ， 

由 于 了 (w) 表 示 振 动 系统 的 阻尼 系数 ， 因此 上 列 诸 定 再 的 条 件 
都 表示 ; : 当 位 移 很 小 时 阻尼 是 负 的 , 当 位 移 较 大 时 阻尼 是 正 的 , 县 
在 w=0 的 左右 两 方 阻尼 恰 各 有 一 次 等 于 零 ， 根 据 这 种 物理 学 的 
直观 , 互 . Serbin [107j 试图 证 明 ， 

只 要 当 6_1 过 zw 过 人 时 了 (9) 过 0, 当 zZ>0>0 及 2<0-<0 肝 
f(g) 之 0, 又 wg(w) >0 当 ws 六 0, 且 (6.28) 式 成 立 , 则 方程 (6.26) 
存在 唯一 的 极限 环 ， 

但 是 不 久 以 后 ，G. F. D. Duff 与 N. Levinson [t08] 就 举例 
说 明 , 即使 当 9(o) 三 z, 且 了 (%) 为 多 项 式 的 情况 , Berbin 的 绪 采 也 
是 错误 的 。 例子 如 下 : 


例 3 考虑 方程 
=Y, 人 syf (%), : 29) 


As = la As — a 0>0 足够 大， 根据 $4(4: .18) 式 可 算出 方 


程 (6。 2 有 十 只 一 大 中 凡 能 产生 (6 “29) 的 极限 环 


Fr pasinabg [Ashs cost 0 -44cos46 
0 


+ A co080— Ao-Ohcos0 do=0, 
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即 Gh) = 一 好 十 1478 一 49 太 十 3673 
=—1(1 1) ( 妇 一 有 (2—9) =0, 

因此 必须 不 = 二 2 8， 又 因 

VD(1)=—48<0, (2)=80>0, $(8)=—2160<0, 
故 当 s>0 足够 小 时 方程 (6.29) 确 有 三 个 极限 环 六 (稳定 ), Ta( 不 
稳定 ) 与 Ts( 稳 定 )， 当 s 一 0 时 它们 分 别 以 半径 为 二 2 3 的 圆 作 
为 极限 位 置 . 另 一 方面 容易 证 明 , 只 要 取 O>0 足够 大 , 则 Fo) =0 
只 有 一 个 负 根 和 一 个 正 根 , 满足 Serbin 的 要 求 。 

由 此 可 见 , 单 是 对 了 (%) 的 零点 与 正 负 性 邵 以 限制 ， 还 不 能 保 
证 极限 环 的 唯一 性 , 事实 上 , f(w) 与 f"(w) 的 符号 变化 也 会 影响 
极限 环 的 个 数 ， 张 芷 芬 [t09] 曾 举例 说 明 : 如 果 g(%) 二 %, f'(@) 0 
当 z>a>0, 了 '(w) <0 当 w<a, 则 适当 的 选取 jw)， 可 使 方程 
(6:26) 有 任意 有 限 个 数 的 极限 环 ， 在 她 的 另 一 文中 (下 面 要 介绍 ) 
则 证 明 , 只 要 了 "(w) 定 号 , 便 可 保证 极限 环 的 唯一 性 ， 这些 事实 都 
说 明 ; 仅 只 假定 户 (wo) 变 号 一 次 , 而 对 六 (2) 的 增 减 性 不 加 适当 的 限 
制 , 极限 环 的 唯一 性 是 不 能 保证 的 。 

II 比较 法 

证 明 极 限 环 的 唯一 性 的 另 一 更 有 效 的 方法 是 由 Liknard 所 首 
创 ， 以 后 又 被 Sansone 与 张 芷 芬 所 发 展 的 比较 法 .Libnoard 与 与 
Sansone 是 比较 某 一 正定 函数 和 o, 切 的 微分 沿 着 两 个 极限 环 
六 二 Ta 积分 一 周 所 得 的 数值 , 而 张 荃 芬 则 是 比较 发 散 量 沿 闭 两 环 
积分 一 局 所 得 的 数值 ， 现 在 先 介绍 Sansone 的 定理 . 

定理 6.3 设 在 方程 (6.24) 中 9g(o) =m Fe) 连续 ， 存 在 
6-1<0<6, 使 当 6-:<2<2 时 有 Joe)<0 当 2<3 1 及 w> 01 
时 有 jeo)> 0, 又 卫 ( 土 0)= 土 co, 且 存 在 4>0 使 (4) 一 
有 -4) 一 0 则 方程 (6.26) 存在 唯一 的 极限 环 ， 它 是 稳定 
环 . 

【证 】 极限 环 的 存在 性 由 $5 定理 5.1 知之 ,下面 证 明 唯 一 
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性 ， 记 和 (w 巷 一 到 (+ 尹 ); 则 沿 着 (6.26) 的 轴线 有 


邓 - 允 到-[zo-PGO)-o 吕 -二 -Po)， 


或 d=F(w)dy. 
先 证 (6.36) 的 极限 环 六 的 最 右 点 的 横 坐标 必 大 于 4 最 左 点 的 横 
坐标 必 小 于 一 4 如 果 不 是 这 样 , 则 工 应 整个 位 于 带 域 |s|<4 
中 ， 于 是 沿 着 工 逆 时 针 网 时 在 y 轴 右 方 有 了 (%) <0,dy>0, 在 y 
轴 的 左 方 有 了 (2) 之 0, dy<0, 因此 恒 有 鸣 <0， 这 样 必 有 


b ds<0. 
i 


但 沿 着 任何 闭 曲 线 跑 一 周 时 (w 9) 应 该 回 到 原来 的 数值 , 故 上 式 
不 可 能 成 立 . 和 

其 次 , 设 工 的 最 右 点 在 w=4 的 右 方 , 但 其 最 左 点 在 ce 一 一 4 
的 右 方 ， 这 时 琴 应 交 负 2 加 
轴 于 sw 一 一 4 的 右 方 一 点 
0, 又 应 交 w=4 于 2z 轴 下 
方 一 点 D, |0D|>4. 由 
前 已 知 沿 着 荆 从 OO 点 逆 
时 针 跑 到 DD 点 时 dX<0， 
故 100|> 10D|>>4 与 
09|<4 相 矛盾 ， 同 理 可 : 
证 三 的 最 右 点 在 z=4 左 
方 ,最 左 点 也 在 4= 一 4 左 方 亦 不 可 能 . 

现在 假设 有 两 个 极限 环 荆 汪 Ts, 它们 都 和 z= 土 4 相交 , 如 图 
6.9， 我 们 来 比较 


: dN 与 p 0 
1 i'a 


目 先 有 
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| CQ 一 | F(w)ay >| 有 (2) d= 网 (6.30) 
这 是 因为 在 2 一 4 右边 有 (加 >0, 三 >0, 并且 对 于 相同 的 y 
HIHs4 上 点 的 模 化 标 大 于 了 .4 右上 点 的 横 伦 标 , 上 且 卫 是 xz 的 
增 函 数 . 同 理 可 证 . 


1 >| OH 以 . (6.31) 
.LF 2) 17 
UA yy co， 
于 是 易 见 
_ ao 
| Hs 办 -| 4/ 一 Fw 
— pF (wy) 
>| pH, Y— FY) dy -1 ,0 (6.82) 


这 是 因为 沿 着 这 两 段 弧 有 dw<0, zF(%) <0， 且 对 于 相同 的 
HD'Hs 上 点 的 纵 坐 标 大 于 互 ,DHs 上 点 的 纵 坐标 ， 同 理 可 证 


z : | dX, (6.88) 
最 后 , 对 于 4+ 上 多 余 的 四 段 弧 有 

- 人 d\>0, | >0 | dX.>0, |, d\>0,， ‘(6:34) 

把 (6. “30) 到 (6 84) 湛 不 等 式 相 加 即 得 


四 > 中 dX, 
了 Ts 


但 和 (w, 细 沿 着 任何 闭 曲 线 跑 一 周 时 应 该 回 到 原来 的 数值 , 故 Za 
与 Ts 不 能 同时 存在 ， 证 毕 2， 


例 和 证 明 方 程 
字 = — (w+1)[(2—1)°+n], Wy (6.85) 


1) 由 证 明 的 过 程 可 以 看 出 , 如 果 能 用 其 他 方法 证 明 极 限 环 必 与 xz 一 土 4 相 交 ， 则 
9 (w) 可 以 是 非 线 性 函数 ,只 要 它 满足 条 件 (6.28)， 
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当 0<w<L 时 恰好 有 两 个 (稳定 ) 极 限 环 [ll0]、 

【证 】 (6.85) 有 三 个 奇 点 ; 4( 一 1, 9)，B:(0， WII) 与 
Bs(0, 一 M1+p)， 由 于 向 量 场 对 称 于 4 轴 , 只 须 证 明 在 4% 轴 上 方 
存在 唯一 的 (稳定 ) 极 限 环 好 了 。 注意 z 轴 是 轨 线 ,， 故 极限 环 不 可 
能 和 它 相 遇 . 首先 易 见 极限 环卫 应 在 直线 x= 一 的 右 方 ; 因为 
在 此 直线 上 有 字 一 >0 并 且 另 两 奇 点 也 在 er 一 工 的 右 方 . 今 

4 一 必 ， 一 op 天， 
它 把 (%, y) 平 面 中 上 (或 下 ) 半 平面 y>0(<0) 的 点 一 对 一 地 变 到 
(人 平面 上 抛物 线 : 
3 2 一 2 一 人 十 四) 

的 内 部 (图 6.10). 方 程 (6.3D) 被 变 
为 ， 
有 一 术 人 ,至 一 一 %G， 
其 中 PW) := ~ 圭一 Ww, 
gu(W) =2u+1) [m1) "+n]. / 
注意 这 里 Pulw) 满足 定理 6:3 中 
F(z) 所 满足 的 一 切 条件 ， 又 gun) 
在 直线 w= 一 1(w= 的 象 /的 在 
方 满 是 条 件 : 图 6.10 

gz(W)>0 当 ww 天 0， 下 gn CW) du— oo, 
因此 与 定理 6.3 完 全 一 样 (只 要 用 ye 人 0 代 m 2 +G 0) 人 
(2 四 = 加 十 加 就 可 证 明 存 在 与 唯一 性 ?7。 

其 次 介绍 张 芷 分 [111i 的 方法 .为 了 要 证 明 方 程 (6.26) 存 在 唯 
一 的 稳定 (不 稳定 ) 极 限 环 , 她 把 证 明 分 为 三 个 步骤 , 


1) 参看 本 全 未 尾 的 习题 . 
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“二 证 明 方 程 的 唯一 奇 点 是 正 向 ( 负 向 ) 远 离 型 奇 点 
2,， 证 角 着 工 汪 了 是 两 个 套 在 一 起 的 环 , 则 发 散 量 沿 着 7 
(就 了 圭 缮 加 的 方向 ) 积 分 一 周 的 值 小 (大 ) 于 它 沿 着 积分 一 周 的 
| 的 
8， 证明 不 存在 半 稳 定 环 ， 
她 的 定理 不 仅 适 用 于 方程 (6.26)， 有 


择 - -9 的 -FOOD， 弄 -go (6.36) 


后 来 J. A. deprac 等 [112]， 又 放 沉 了 她 的 条 件 并 改进 证 明 方 
法 ”, 使 之 更 为 简捷 ,下面 就 证 明 epxac 等 的 定理 。 
定理 6.4 设 对 方程 (6.36) 成 立 下 列 条 件 : 
1, wg(%)>0 当 v0, yp >0 By+*0, 
2. p(y) 为 单调 增加 , 了 (0) <0(>0); 
”3. 可 以 找到 实数 a B, 使 函数 
7 fo)=flo) HgGo)[e+BPO (6.37) 
有 单 才 点 <0<wm 且 户 (<0(>>0) 在 [za zl 中 ; 
站, 在 [wy g] 之 外 函数 户 (z)/y(o) 不 减少 (不 增加 )， 
5. 所 有 的 环 都 包含 ” 轴 上 的 区 间 [cu %]. 
那 末 系统 {6:36) 不 能 有 多 于 一 个 的 极限 环 ; 若 存在 ， 必 为 稳定 
环 ( 不 稳定 环 ). 
【证 ]: 这 里 只 就 J(0O)<0 的 情 咒 证 明 。 先 设 f(%), g(%)， 
ply) 为 连续 可 微 函 数 ， 易 见 (636) 有 唯一 的 奇 点 0C0, 0), 它 是 不 
稳定 的 . 今 设 存在 两 环 TsoT3>0, 有 HT, 是 最 靠近 0 的 环 ， 风 有 


和 ya-o gp dio 
和 ypG)+PCO]a-0 G1,2). 


I) 原来 她 证 明 前 述 第 二 条 时 , 其 比较 方法 与 定理 6.3 中 完全 -一样 , 不 用 Gyeen 公 
式 。 
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这 是 因为 每 一 馈 积 函数 都 可 化 为 关于 % 或 gy 的 单 变量 积分 之 故 . 
于 是 由 (6.37) 可 见 (6.36) 
的 发 散 量 一 了 (%) 的 积分 满 
eR 


现在 证 明 必 有 /<< 作 ， 
由 图 6.11 以 及 Green 公 
式 可 知 图 6. 插 


| AG] Fa 和， oy 


E15ADH: 9 (1) 


a d as dy>0, z (6.88) 


— 二 fi(w) a 
| 4 了 1 fu(w) dt | AB fle) | ABRA4 WY) +E(L) 


_ f(r)p (Y) , 
-| 6°39) 


其 中 D1 与 性 3 是 两 个 回路 各 自 包围 的 区 域 ， 同 理 可 证 
人 fi(w)dat— | A (2%) dt>0, 
人 万 ( 四 本 二 j fledt>0, (6.40) 
此 外 , 还 有 明显 的 不 等 式 
人， FoOa>o， | oat>o0 
人 ADa>o | Rat>zo， (6:41) 
合并 (6.38) 至 46.41) 各 式 , 即 得 加 < 和。 
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但 已 知 0 为 不 稳定 , 因而 刀 : 为 内 侧 稳定 。 根据 8$2 定理 2.3 
知道 应 有 有 如 <0， 从 而 如 <0。 如 果 能 证 明 Z3 不 是 半 稳 定 环 而 是 
稳定 环 ， 那 末 7 便 不 可 能 存在 ， 因 为 当 Ta 是 外 侧 稳 定时 , 工 s 必 
须 是 内 侧 不 稳定 , 从 而 应 有 之 0, 与 如 <0 矛盾 . 

现在 假设 二 是 半 稳 定 环 , 设 6>>0(8<0 时 证 明 类 似 )， 作 依 
宫 于 参数 «的 方程 组 


前? 的- F(s), VW-g(w), : (6.42) 


其 中 四 
z pg) 当 < vy, 


(OO 十 | YE)9 OE o> 


注意 (6. 和 22) 与 (6.36) 在 半 平 面 zx<ws 中 完全 一 致 , 而 (6.42) 
在 半 平面 >as 中 关于 参数 7 构成 旋转 向 量 场 ， 因 而 (6.42) 
在 全 平面 构成 广义 旋转 回 量 勇 . 放 对 足够 小 的 yY>0 (y<0)， 
(6.42) 在 Ti 外 侧 存在 不 稳定 环 (稳定 环 ) fx 而 在 工 内 侧 存 在 
稳定 环 ( 不 稳定 环 )74"。 另 一 方面 ,函数 丈 ( 四 及 其 导数 Fo) 十 
7y Ge 一 中)g(z) 仍然 满足 本 定理 的 一 一 切 条 件 , 故 如 前 可 证 辟 沁 访 ( 这 
里 疏 与 到 分 别 是 (6.42) 的 发 散 量 沿 着 殊 与 元 积分 一 周 的 值 )， 
这 是 不 可 能 的 ， 

最 后 ， 如 果 f(%), g(%)， p(y) 仅 为 连续 则 可 按 81 | 来 尾 所 述 
Epyrus 的 办 法 来 处 理 . 

”注意 1 当 BF=0 并 且 假 设 及 (2w)/g(l2) 当 sw 在 (oo,0) 和 

(0, 十 吕 ) 中 增加 时 不 减少 , 我 们 就 得 到 张 芷 芬 的 唯一 性 定理 . 

注意 32. 如 果 定 理 的 条 件 只 在 带 域 (C<z<z -co<y< 一 co) 
中 成 立 , 则 结论 世 在 此 带 域 中 成 立 . 

注意 3. 如 果 对 于 奇 点 的 稳定 性 没有 任何 假设 ， 则 极限 环 的 
唯一 性 的 结论 也 得 不 到 ， 因 为 有 可 能 加 过 0 二 加， 工 ， 为 不 稳定 而 
3 为 稳定 ， 


Fs) = | 
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例 5 证 明 88 方 程 (5， “33) 的 极限 环 的 唯一 性 ， 设 其 中 了 >> 
1+A’. 


[证 】 在 方程 (5.35) 中 作 变 量 代 换 
4+ (对 和 > 一 二 即 2>g) 
可 得 ey PEN), WL gE), 
其 中 : 
PEN (M8 — B24 es Be)/ (+6) 
gE) E/E 
易 见 
F’(0)=(1+A—B)/A<0, tg()>0 当 6#0, 


Ge) -J ga 当 elt 


PCE) 2 B41 
de (Ty TE )- 4+ A +t AT 
对 #0,， E> 一 1, 


故 由 定理 6:4 便 得 证 极限 环 的 唯一 性 . 

用 比较 法 来 证 明 方 程 (5.25) 的 极限 环 的 唯一 性 ， 并 且 容 许 
f(%w, 0) 只 有 一 个 零点 的 还 有 A. HH. 亚 HreBmd [ll3] 的 工作 . 

IV. 地 形 系 法 

此 法 最 时 见于 互 . Poincar6 的 经 典 著作 ,但 他 只 考虑 一 些 人 
为 地 造 出 来 的 非常 特殊 的 方程 ， 对 于 较 一 般 的 方程 应 用 此 法 主要 
的 困难 在 于 不 知 如 何 寻 找 适 当 的 地 形 系 . 后 来 J. L. Massera [114] 
得 到 较 好 的 造 地 形 系 的 方法 , 使 他 能 够 改进 别人 已 有 的 结果 ; 并 且 
他 的 方法 后 来 又 被 张 共 芬 和 陈 翔 炎 所 运用 , 也 得 到 一 些 好 的 结果 . 
下 面 就 来 介绍 Massera 的 方法 . : 
时 在 1950 年 G. Sansone 在 [115] 中 证 明了 一 个 关于 Liénard 
方程 的 极限 环 的 唯一 性 定理 ， 
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定理 6.5 设 在 方程 (6.36) 中 9(z) = 必 f(%) 连 续 , f(%)<0 
当 6_ 1<2<6, fo) >0 当 zw<6_1<0 及 %>> 人 >0， 又 对 (一 00,0) 
中 的 2 .Fo) 为 不 增 函数 ， 对 40 ce) 中 的 四 ,Fo) 为 不 减 函数 ， 最 后 
还 有 |f(w) | <2， 则 方程 (6.26) 存 在 唯一 的 极限 环 , 它 是 稳定 环 . 

后 来 Massera [114] 给 上 述 定理 以 更 简单 的 证 明 ， 并 且 取 消 了 
条 件 |f(w) | 二 2， 定 理 6.5 在 1952 年 被 及. Qonti[116] 推 广 而 成 
为 

定理 6.6 若 在 方程 (6.26) 中 wg(%) >0 当 w0(f,g 连续 )， 
G( 土 co0) = 十 co。 又 设 经 过 变换 z=V2G (wz)sgnw 以 后 函数 更 (z) 


一 A(z(%)) 满 足 条 件 ， 
i，B(z)/z 当 :<0 时 为 不 增 函 数 , 当 “>0 时 为 不 减 函 数 ; 
2, [$$(z)/z| <2, 


则 方程 (6.26) 存 在 唯一 的 极限 环 , 它 是 稳定 环 . 

用 Massera 的 方法 也 可 以 把 这 定理 中 的 条 件 2) 取 消 . 

1954 年 A. De Castro[117] 又 给 出 一 个 关于 方程 (5.25) 的 极 
限 环 的 唯一 性 定理 如 下 

定理 6.7 设 g(w), fl(w,%) 连 续 ,， wg(w) >0 当 ww 关 0, g(w) 为 
z 的 增 函 数 ; f(z,) 对 zo 满足 Lipsohitz 条 件 , f(0, 0) <0， 当 
|z| >a>0 时 f(w,v) >>0; 又 存在 人 >0,a>0， 使 对 任意 的 连续 图 
数 25)， 只 要 js | > |z| >>w, 就 有 


| fls, v8)) ds>a>0, (6.43) 
最 后 假设 当 |z| lab fC 四 不 减少 , 风 方 程 
学 ~%， 闻 =-g(%) How 64 


存在 唯一 的 极限 环 . 
后 来 张 基 芬 [109] 证 明定 理 的 结论 是 错误 的 ， 她 举 出 了 反例 ， 
又 证 明 当 g(w) 三 wz 时 此 定理 的 结论 是 对 的 , 但 须 补充 假设 ; 不 存在 
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这 样 的 闭 曲 线 , 在 它 的 某 一 邻 域 中 f(z, 由 沿 着 过 原点 的 半 射 线 取 
常数 值 ， 至 于 条 件 (6.48) 则 可 以 取消 ， 她 所 用 的 也 是 Massera 方 
法 ， 由 于 定理 6.5 是 定理 6.7 的 特例 , 我 们 现在 就 来 证 明定 理 
6.7( 设 其 中 的 g(%) 二 2)， 

[证 】 把 (6.44) 化 为 极 坐标 下 的 微分 方程 , 得 到 


p= —psin*0f(pcos0, psind), 


20 
at 


首先 证 明 此 方程 的 任 一 闭 轨 线 , 如 果 存 在 的 话 , 则 关于 原点 必定 是 
星 形 的 . 就 是 说 ， 从 原 反 出 发 的 任 一 半 射 线 与 闭 轨 线 只 能 交 于 一 
点 (可 以 相 切 地 穿 过 ) ， 假 如 不 然 , 设 半 射 线 0=t。o 与 闭 轨 线 上 至 


少 相交 于 三 点 (go, pD, i 一 2,3,0<p1<ps<ps. 则 3 在 这 三 点 


的 符号 应 交替 变化 ， 这 由 定理 中 对 f(%, 0) 所 加 的 条 件 知道 是 不 可 
能 的 . 

现在 假设 在 相似 变换 ~=kw, 内 =z 因 (>0) 之 下 五 的 象 是 
7 由 于 工 是 星 形 的 ， 故 当 8>i 时 五 包含 卫 而 当 &<1L 时 天 
包含 L。， 曲 线 族 {Lw} 就 构成 我 们 所 需要 的 地 形 系 。 注意 五, 在 
点 Ps(hw， ko) 的 切线 平行 于 工 在 点 Plw, 人 四 的 切线 ， 故 柬 在 乌 
的 斜率 为 


一 工 一 SinlocosbjFpcos0 psing). 


go 


» 
ds | Lr, 一 本 一 jw 切 ) ， 
但 在 Ps 这 一 点 方程 (6.44) 的 轨 线 的 斜率 为 


d kw 化 
而 6 一 而 -Jo hv) 一 Ti 人 
由 定理 的 条 件 知 有 


< 一 过 一 la， kv), 当 k<1; 


一 二 一 fla， 3| (6.45) 
: > -fh hv), 当 k>1, 
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这 样 , 如 果 当 |z|, 1 四 增加 时 f(%,) 是 严格 增加 的 , 那 末 任 何 一 条 
Ls(K 关 1) 都 是 无 切 练 (图 6.12), 故 工 必 为 稳定 环 , 因而 是 唯一 的 
极限 环 . / 
如 果 |2|, 1v| 增 加 时 f(z, 2) 
不 是 严格 增加 ， 那 未 根据 前 述 的 
补充 假设 可 知 , 方程 族 


O Pi Pa 
图 6.12 : 图 6.13 
dz de/ 人 旨 z 
a a 化 f(%, 2 )o (6 46) 


对 参数 构成 广义 旋转 向 量 场 族 , 并 且 沿 着 任何 一 条 闭 曲 线 当 1 
作 微小 变动 时 向 量 不 能 处 处 保持 不 变 方 向 。 由 58 的 理论 知道 
(6.46) 中 属于 不 同 向 量 场 的 闭 轨 线 不 相交 。 另 一 方面 , 易 见 是 
(6.46)z 的 闭 轨 线 , 由 此 即 见 (6.44) 除 工 外 不 能 有 其 他 的 闭 轨 线 ， 
否则 它 必 将 与 某 些 L,(% 克 1) 相 交 或 重合 , 这 是 不 可 能 的 .定理 证 
网 

注意 ，SBansone 与 Qonti 的 定理 6.5 与 定理 6.6 中 假定 
|f(w) | <2, 就 是 要 使 化 为 极 坐 标 以 后 的 方程 中 四 5 关 0, 从 而 保证 


厅 夫 组 必 为 及 形 的 ， 从 定理 8.7 的 证 明 可 以 大 出， 这 一 点 可 出 
je 0) 关于 w,%v 的 单调 性 来 保证 . 

仿照 前 述 定 理 的 证 明 方法 可 证 陈 翔 炎 [50] 中 的 一 个 较为 一 般 
的 结果 : 

定理 6.8 已 知 方程 组 


字 =P(%)， 并 =Q(w,9) (6.47) 
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如 果 对 任 一 和 > 工 伍 有 
Po DRO, MW) 一 Po MQ 切记 0 (或 未 0， (6.48) 
日 使 等 号 成 立 的 点 个 充满 方程 (6.49) 的 闭 轨 线 ， 则 方程 (6*47) 至 
多 有 一 个 极限 环 ; 若 存在 必 是 星 形 的 (关于 原点 而 言 ). 
【证 】 设 46.47) 有 一 环 刀 , 它 的 方程 是 w 一 pg 一 由 ( 蕊 . 设 
7 是 由 方程 4 一 p(y 一 和 ,入 E (0， +o0) 所 确定 的 曲线 . 旬 
见 了 是 方程 
1 


归于) 时 -全 划 @ 人 多 
的 闭 轨 线 ， 由 (6.48) 以 及 $8 中 的 理论 知道 工 与 T,(%<*) 是 不 
相交 的 . 又 易 见 原点 也 不 在 荆 上 , 否则 T,X 二) 将 与 工 在 原点 
相交 .又 车 工 不 是 星 形 的 , 设 它 与 过 原点 的 某 一 射线 交 于 两 点 
Pi Ps. 记 和 N=|0Ps|/10Pi|, 则 工 ,, 与 了 将 在 Ps 相交， 这 也 不 
可 能 , 故 丁 必 关 于 原点 为 星 形 的 . 
今 设 方程 (6.47) 还 存在 另 一 极限 环 到 设 工 与 六 与 正 % 轴 
的 交点 分 别 为 用 (wo, 上) 与 天 (zo,0), 记 A=zo/wo， 则 工 将 与 Tx 
相交 于 天 (zo, 0), 也 不 可 能 , 故 工 不 在 在 . 
推论 ”对 于 方程 
hr 


=y-P(o), Yo (6.50) 


如 果 当 = 在 (一 co, 0) 和 (0， + ca) 中 变化 时 也 四 是 |a| 的 不 城 


(不 增 ) 函 数 , 且 在 极限 环 存在 的 带 域内 LO ph 则 方程 


《6.50) 至 多 只 有 一 个 极限 环 . 
当 Fr'(w) 存 在 时 , 上 述 保证 极限 环 唯一 性 的 条 件 相 当 于 ， 


有 (一 二 四 >0 (或 <0) 


对 一 切 2 天 0 成 立 , 且 在 极限 环行 在 的 带 域内 上 式 左边 去 0. 
这 一 结果 在 更 旱 些 时 候 兽 被 罗 定 军用 其 他 方法 得 到 过 。 又 在 
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[50] 中 还 有 其 他 的 唯一 性 定理 , 它 以 下 列 De Figueiredo[63] 用 点 
变换 法 得 到 的 结果 作为 推论 : 

定理 6.9 对 于 方程 (6.50), 车 存在 6>0, 使 当 |z| <8 时 有 
2 Co) <<0, 且 在 原 太 邻近 了 (2) 寺 0;， 当 w>6 时 了 (8) 之 0;， 又 
二 全 在 (一 oo, 0) 和 [6, +cc) 内 是 |z| 的 不 减 函数 ， 则 方程 最 多 只 
有 一 个 极限 环 . | 

注意 方程 关于 相似 变换 参数 X 构成 旋转 向 量 场 这 一 条 件 ( 指 
(6.46) 与 (6.48)) 实 在 太 强 了 , 因此 以 上 这 几 个 定理 的 适用 范围 是 
不 广 的 .在 本 书 的 后 半 部 读者 将 会 看 到 方程 


0 、 , a dy _ 


关于 参数 6 构成 广义 旋转 问 量 场 ,并且 对 任何 6， 如 果 方 程 存在 极 
限 环 , 可 以 证 明 它 必定 是 唯一 的 . 但 此 方程 对 于 相似 变换 w= bw， 
y 一 by 却 并 不 构成 旋转 向 量 场 . 

V. Bendixson-Dulac 方法 

这 里 指 的 是 $1 定理 1.12 当 n~2 时 的 特例 , 即 

定理 6.10 设 对 方程 (6.47) 存 在 环 域 G， 以 及 一 次 连续 可 微 
酒 数 B(z,9) (为 简单 计 , 设 卫 (w,), Q(z,Y) 亦 为 一 次 连续 可 微 )， 
使 各 (BP) + 识 -(BQ) 在 G 中 保持 常 号 且 不 在 G 的 任何 子 区 
域 中 伍 等 于 零 ， 则 (6. 络 ) 最 多 只 能 有 一 条 全 部 位 于 G 中 的 闭 轨 
网 

仿 此 ,利用 $ 1 中 的 其 他 类 似 的 定理 还 可 以 得 到 其 他 类 似 的 
判别 法 . 可 是 这 种 方法 的 实用 价值 也 很 小 ， 例如, 对 于 81 例 5 
我 们 可 以 取 包 含 单位 图 2+ 一 1 的 任 一 合 环 域 作为 G, 并 取 
B=1。 但 对 它 的 推广 情况 ， 即 本 节 的 例 2 应 如 何 来 取 G 和 
B(w, y) 就 不 很 清楚 了 .由 于 Bendixson-Dulao 方法 对 于 证 明 多 
项 式微 分 系统 不 存在 极限 环 非 常 有 用 (这 一 点 读者 将 在 本 书 下 六 
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”部 看 到 ), 因此 对 于 它 在 证 明 极 限 环 的 唯一 性 方面 的 用 处 继续 进行 
深入 的 探讨 看 来 还 是 有 必要 的 ， 

VI、Levinson 与 Smith 方法 

在 N. Levinson 与 0. K. Smith 前 文 {64] 中 他 们 首先 用 “证 
明 发 散 量 沿 着 任 一 极限 环 积分 一 周 必定 异 取 正 值 (或 负 值 )” 的 办 
法 来 证 明 唯一 性 . 这 里 自然 须 假定 方程 只 有 唯一 的 (指标 为 十 1) 
奇 点 ， 因 而 每 一 极限 环 ， 如果 存在 的 话 , 都 应 包含 此 奇 点 在 它 的 内 
部 ， 然 后 根据 相 邻 极限 环 的 相 邻 两 侧 必 具 不 同 的 稳定 性 的 熟知 事 
实 就 可 由 前 述 命题 导出 极限 环 的 唯一 性 。 但 是 他 们 所 得 到 的 这 方 
面 的 第 一 个 定理 不 但 证 明 有 缺陷， 而 且 要 验证 定理 中 的 条 件 也 很 
不 容易 , 故而 适用 范围 不 广 。 1970 年 ,为 了 二 次 微分 系统 ( 即 方程 
组 (6. 知 ) 右 方 的 P,Q 都 是 wm y 的 二 次 多 项 式 ) 定性 研究 的 需要 ， 
同时 也 采取 证 明 极 限 环 存在 性 的 immos 方 法 的 优点 , 了 .C. 
Paqr0B[118] 得 到 一 个 用 Levinson-Smith 方法 证 明 极 限 环 的 唯 
一 性 的 比较 好 的 结果 此 定理 最 近 又 被 曾 宪 武 [I19,，120] 所 改进 
和 推广 , 使 能 包括 许多 已 知 的 唯一 性 定理 把 它们 作为 特例 .为 简 
单 计 , 下面 只 介绍 [Lt18] 的 定理 ,但 其 证 明 已 远 较 本 节 其 他 唯一 性 
定理 困难 得 多 了 . 

设 在 带 域 四 <z<oa(dida<0) 中 给 定 方程 


dv ，_ Li 
mY EF (%), Ht g (2) 


或 
(Fw) — NAY = 9(%) ao (6.51) 


其 中 wg (x) >0 当 ww 短 0, 9g(w) 连续 ， 了 (w) 二 次 连续 可 微 ， 引 进 $6 
的 mizmaos 变换 (5.18), (5.19), 把 (6.51) 变 成 (z 臣 右 半 平面 
中 的 两 个 方程 : 

(F(2) — Uy=A2, O22<2m ($=1,2), (6.52) 
其 中 0 一 Tim 24(%) ， si(O) 见 (5.18)，(5.19)。 方程 46.81) 的 每 一 
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条 闭 轨 线 工 对 应 于 唯一 的 一 对 曲线 Da La, 它们 分 别 为 (6.52) 两 
方程 的 解 , 从 正 y 轴 上 同一 点 出 发 , 进入 负 y 轴 上 的 同一 点 , 且 ( 顺 


时 针 方 向 ) 
: oP ,20 _[ FF'(w) / 
中 六 + 型 -中 g (%) dy 
-| Way -| Palay (6.58) 
以 gy(2) 与 ga(2) 分 别 记 五 与 Ls 的 方程 , yu, Yai 分 别 记 这 两 
曲线 在 对 应 的 方程 的 钠 直 等 


倾 线 的 上 方 的 弧 段 ; Y13, Yas 
分 别 记 它 们 在 铝 直 等 倾 线 下 
方 的 缴 段 (图 6:14). 以 4B 
分 别 记 五 与 Ls 与 两 等 倾 线 
的 交点 , 在 曲线 y= 了 Fi(z) 上 
取 一 点 0, 使 与 8B 有 相等 的 
纵 坐 标 ， 即 yo—Yyp=— Fa(zs) 
一 Fi(zo)， 作 方程 (6.52): 
的 过 COC 点 的 积分 线 y=ys(?)， 
把 它 癌 两 方 延长 ， 使 与 2 一 分 
图 6.14 直线 相交 ， 这 里 是 两 等 倾 
线 y 一 i(2) 与 y= 了 a(z) 的 交点 的 机 化 标 , 这 种 交点 后 面 将 假定 是 
唯一 存在 的 . 记 | 
Yuy(2) =Yy Dd — Ps) (6j=1,%), 

又 记 %(2) 的 反 沙 数 为 4(9y)， 即 一 太 :(z) 的 反 画 数 为 44= 下 ,(y). 

定理 6.11 假设 存在 唯一 的 zo, *,， 0<zo<2z<so 使 下 列 条 
件 成 立 : 

1) Ze (2) <0 当 0 一 z<<20s0， 


1) 相当 于 Liénard 方程 的 f(z) <0 当 0< |z| 一 3。 
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2) (0 一 PI(S) >0 当 z¥20, 0<2<20, Pil2) = Fal2); 
3) pad (2) <0 当 0<2<%01; 
F(z ), 其 中 


B=max(lim F(z) ), 
$=1,2 2 201 


则 方程 (6.51) 不 能 有 多 于 一 个 的 极限 环 ; 如 果 存 在 , 必 为 单 重 环 ， 

此 定理 的 证 明 将 分 成 九 个 小 段 ”, 其 中 要 用 到 ， 

24>2 p>Z, 

这 一 事实 可 由 $5 的 定理 5.4 看 出 , 因为 在 带 域 |z| < 中 不 可 能 
存在 闭 轨 线 . 此 外 , 如 果 了 (0) 0, 则 可 将 y 平移 以 使 了 (0) 一 0. 

(一 ) ya 二 Ys， 即 五 的 : 
最 右 点 低 于 Ls 的 最 右 扩 ， 

【证 】 在 y= 二 Zs(z) 上 取 
一 点 4 使 y4'=Yy4, 4 应 在 
4 的 右 方 (图 6.15). 现在 
把 (6.52)1 的 积分 线 y= 
gas( 轧 连同 等 倾 线 g% 一 到) 
一 起 向 右 平 移 ， 使 4 重合 
于 4 而 得 y=yis(z 一 人 4) 和 图 6.15 
y= Fi(2—4) (虚线 )， 这 里 4=2z4 一 24， 这 时 了 移 到 已. 若 z= 
zpsy GG 是 y=9ysa(2) 上 的 点 , 则 ya 显然 大 于 yp 即 G 在 DD 上方， 
又 易 见 曲线 OK HA4 整个 位 于 yg= ao 的 上 方 ， 亦 即 Fa(z 一 小 
之 Fa(z) 当 zE [4 zw], 由 此 可 见 , 如 果 94>>ys, 则 对 两 方程 

(Ca —YAYy=dz 和 (Fi 一 hydy=d, 

应 用 微分 不 等 式 将 得 到 yp 之 Ya, 不 可 能 ; 故 必 yi = 一 %4<YVya， 


1) 相当 于 定理 6.4 中 的 条 件 分, 但 成 立 的 范围 较 小 
2) 请 先 看 定理 证 明 后 面 的 注意 ， 
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(二 ) 了 sj 过 | 了 ss| 当 0<z<<2p， 几 何 意 义 很 明显 . 

【证 】 由 Ya1 一 V81 一 PFs, 了 39 一 Ya9 一 了 3 易 见 了 si 与 | 了 ss| 分别 
是 方程 


Cg __ 1+YF,(?) 
dz yy (a) 
aY 1—YF;,(?) 
3 7 人 
的 解 , 注意 可 () 之 0 当 0 二 z<zs, 可 知 在 同一 点 (2 也 ) 有 有 
oy ar 
lw | 2 >0. 


: 现在 如 果 存 在 %s, 0 过 过 zp， 使 91(%3) 之 | 了 ga (%8) | 则 由 微 
分 不 等 式 知 必 有 有 7 了 sz> | 了 了 33j 在 (zs za 上 ,从 而 
(Pa 人 一 | 了 as(2 |) 
一 —2F2(2) + (Ys1(2) 一 | 了 aa(2) 《| 了 aak2) | 了 at2)) 一 全 0， 
即 了 91(2) 一 上 gat?) | 随 z 的 增加 而 增加 ,对 2E€ [%s, zs)。 取 极限 ， 


得 
lim (了 sr 一 | 了 aa(2) |) 一 了 ax(zp) — |Yss (28) | >0, 


与 二 sr(2p) 一 1Y ss(2p) | 相 了 矛 技 ， 故 了 工 si(02) < | Y 59 (2) | 当 0<z<2p, 

(三 ) |Yyg|>|Ysa|>Ya>Yn, Yi— Yu > Ya — Yi BO0<? 
< : 

(证 】 在 (0,**) 上 有 了 sb 二 Filz), 故 由 微分 不 等 式 知 有 
ysi>yu, 再 由 了 si 与 Pn 的 定义 即 得 了 sr>Yn， 同 理 可 证 | 了 al| 
>| 了 ss|， 再 用 (二 ) 中 的 结果 即 得 (三 ) 的 前 面 一 半 、 

其 次 注音 
CRE Or er 


_ (Val— Yi1) 十 (fi1— Fa) 
a1l 11 " 


1) 此 式 即 了 x 十 17w1> 了 tit+ | 三 al。 又 此 式 本 身 表 示 yat 与 Yi 所 构成 的 弯曲 
角 域 较 宽 ,而 yoa 与 Yo 所 构成 的 弯曲 角 域 较 窜 ， 
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由 此 可 解 出 


oa ec edi 


仿 此 可 得 


me Pp yr a 


注意 Fi(%W) 一 Fa(w)0 以 及 
[Pag (OY i130) 1 < Ya Pu)], 
即 得 (三 ) 的 后 面 一 半 ， 
(四 ) za (%) 过 0. | 
[证 】 2 = 多 一 两 = 一 一 天 一 下 的 ， 当 0<z< 和 时 
YI11 1 
五 (2) 之 0, 故 了 i 二 0， 当 加 <z<w4 时 记 46 扩 == 本 一 (三) 则 
[Fo > WTP (PI) 0 (2). 


要 证 了 1 过 0， 多 证 区 一 不 人 -元 二 今 0 < 一- 
而 Yi 一 a i 叉 Cn 一 < Fi(z 人 一 [1(24)] 一 一 
xz24)， 改 由 人 0 一 :2<2% 时 Yit( 罗 应 位 于 xz) 的 下 
可 

方 , 即 ya<a， 从 而 -一 一 一 yr Fa 亦 即 11<0. 

(五 ) [(Y10™ + IP).>0. 

[证 】 若 0<z<xo, 则 由 王 >0 与 (三 ) 中 的 不 等 式 可 得 

[Fa0) + ira|™ =H+IYal™ 


十 本 和 一 | 了 12| -2 过 0. 


又 当 z0<z 过 2 时 有 Yal:— T+.<0, 由 此 式 久 及 (四 ) 
中 的 不 等 式 即 得 
[CF +IYs| := — (YD Yn 
-|Ysl™*|Y:s|'>0, 
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~? _ / 1 1 
(六 ) P= | nm (到 + -FT FT )de 


+| m+ -Fe>0. 
我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 设 4o>b>c>d>0, 且 5+c>w+4>0, 则 
六 

【证 】 因为 (Ce 一 四 ?> 一 0)2 0 二 oo>>9% 十 >0, 故 
G70) bo) 
2(g+a) 2(6+0) ° 

又 易 见 (bD—e)? +o) —46c、 (g++d) b+e) —4bo 


2 +0) ”2G@+0o) 2.0+e) ， 

合 在 一 起 , 即 得 

(a—0) (gtd)—4dad 二 2ad 

2(gi+d) 2(g+d) 2 at-d 

~ (十 力士 o) 一 4pe _ ata 2bc 
2(0p8 十 0 2 0+c 
be 、 ad 

从 而 | Dro ard 
vt bte 1,.1_.atd 1,1 
和 oo a od 


【( 六 的 证 明 】 和 (二 及 下 再 


1 
prt FT > Ft [Ysal 
注意 及 <0, 获知 >| (可 -到 (J 一 地 一)de, 由 于 (于 ) 


成 立 , 故 对 上 式 右 边 应 用 中 值 定理 即 得 
久 > [Ga 十 | "LF1(€) ~— £3(6)] 
>0,， 0<6<z", 
因为 Fi>>Zs 在 (0,> ) 上 . 


Yasak2 ) yai(2 ) 
Oy>) ,Pla dy, 
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【证 】 考虑 一 确定 的 Jo， 因为 图 6.14 中 的 yo=ys>94, 又 

所 (2) <0, 故 O 在 4 的 左上 方 , 积分 曲线 ys(z) 在 yi(2) 左 方 ,于 
是 zelyo) <2(yo)， 由 于 PF"G)<0, 故 钱 (%s(y0)) >>Fi(z1Cy0))， 


从 而 
[Ry>) Play)) oy, 
ysa(2 ”| Yanl%”) 
tC Waly) 
但 [y=) ,uy)) oy 


Yas) Ya102 ) 
二 | ,mdyt) ,Fely))ay, 
2123(4 1 Walk ) 
其 中 右边 后 两 积分 之 值 为 负 , 故 ( 七 得 证 ， 
0 Py)ay<) ,Pos(y))dy. 
【证 】 函数 ysC81C(Fa(2))) 与 ya(2) 依 次 为 方程 
(Pidy—B' (ede 及 (Fy-y) oy-d 


的 解 , 其 中 
-AOPTAONAGACAOD 

由 定理 的 条 件 分 并 注意 下 <0G=1 2) 当 zE (x*,z0), 知道 BC) 
<1. 双 | 
ysa(F (Fa(2B))) 一 %a(2p) 一 万 3(26) 。 
故 当 2 委 2<<3p 时 必 有 

(—Dya FP) > -Dyad) (G1,D). 
这 可 以 象 (二 ) 中 一 样 用 反 证 法 证 得 . 令 z= Fi(F3(&)), 则 ? 

(dz= FI (Pal Fa(€))). (Pi( Fa(é)))'aé 

~ EP (FF) Pa dé, 


1) 注意 : 这 一 技巧 在 术 定理 的 证 明 中 起 了 重要 的 作用 ,在 下 一 节 中 也 将 经 常用 到 


已， 
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Vas) | | (2) dz| 
因此 人 Pilzsy)y = > 四 — Fi(%) | 
-> 加 [Fo(6) lae / 
Jz [ya Fi FalE))) — Fal€) | 
2 (fo Ff (z) Oz 加 yalk2 / 
和 一 之 | Ta Fa)T Wu) — Ba) | Lo Za(za(y) )dy. 
证 毕 . 
( 九 ) 由 (六 ) 到 (《 八 ) 便 可 容易 地 导出 (6.53) 式 右边 大 于 零 . 因 
为 由 (七 ) 与 ( 八 ) 可 得 
nD], Ta) dy, 
外 
5, | 全 Fdy<L | Fdy. (6.54) 
又 (六 ) 的 不 等 式 中 间 的 第 一 项 等 于 


| F(z) dz 二 | F(z) dz 
RB PZ)—Y ID Pil2)—Y 


-J Oy+ sy Ty (6.55) 
(六 ) 的 不 等 式 中 间 的 第 二 项 等 于 
-sR [ss Tay, 


而 (六 ) 相 当 于 
ar.O%u+t srw |a Ot 
(6.56) 
把 (6.54) 与 (6.56) 相 炽 , 即 得 本 
| 六 @oy>| 瑟 @ 友 ( 顺 时 针 方 向 )， 
而 这 就 表示 (6.58) 式 右 方 大 于 零 、 定 理 证 毕 、 
注意 ， 本 定理 的 证 明 相当 困难 , 总 结 起 来 , 可 以 分 为 三 段 ， 从 
(一 ) 到 (三 ) 研 究 轨 线 弧 I 与 的 几何 性 质 及 其 相对 位 置 ; (四 )， 


m1 


人 
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(五 ) 为 证 明 ( 六 ) 作 准备 ， 因 为 对 (六 ) 中 的 积分 应 用 第 二 中 值 定理 
时 要 用 到 (五 ); 最 后 , (六 ) 到 CA\) 的 三 个 不 ` 等 式 都 是 ] 比较 上 1 与 Za 
上 相应 强 段 上 的 积分 , 在 这 里 为 了 要 比较 PM 芽 写 QN 上 的 积分 值 ， 
需要 以 过 C 所 的 方程 人 6.52)1 的 积分 线段 M'P 上 的 积分 值 为 媒 
介 , 而 这 也 就 是 证 明 的 关键 所 在 、 
曾 宪 武 [120] 容 许 y= 了 a(2) 不 是 单调 而 是 可 以 有 任何 有 限 
个 极 值 点 .因而 证 明 时 又 要 更 困难 些 ， 
虽然 估计 发 散 量 消极 限 环 积分 一 一 周 的 值 是 正 还 是 负 ， 一 般 来 
说 并 不 容易 ， 但 对 某 些 方程 却 能 较 容 易 地 作出 这 种 估计 . 今 以 下 
述 开 . B. MenpexeB[121] 的 定理 为 例 . 
定理 6.19， 设 在 方程 
5 十 (ooztg(O =0 (6.57) 
中 为 偶数 , zg(2)>>0 当 z 关 0， 又 存在 m1<0<ws 使 f (22) = 
f (wa) =0,f(2) <0 当 2E (w1, Va) ， (2%)>0 当 ww<wi 及 w>>wa， 又 
Gv = (va),G( 土 o0) = 十 co, 则 方程 组 


= =Y, fg “(6.58) 


不 能 有 多 于 一 个 的 极限 环 ， 如 果 有 , 必 为 稳定 单 重 环 . 
【证 】 取 X(o, = 人 P+2G(z), 则 和 lw, 力 =O 表示 闭 曲 线 
族 , 且 


CQ 天 十 多 
dt 和 2 (2)Y J 


故 知 闭 轨 线 车 存在 ， 必 位 于 闭 则 线 入 (w, 一 2a 一 2G (wi1) 的 外 部 ， 
即 沿 着 任 一 闭 轨 线 恒 有 入 (z,2) 一 2a>>0， 又 由 假设 条 件 知道 恒 有 
y*(G 一 Qf 宕 0， 现 在 把 不 壬 式 


0< WAS OF oyr flo) 十 -所 ln (A\(w, 一 2a ) 


1) 注意 , [120] 中 的 yy 相当 于 定理 6.11 中 的 一 y, 故 两 铅 直 等 倾 线 的 画 法 与 图 
6.14 不 同 ， 
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沿 着 闭 轨 线 积分 一 周 (t 增加 的 方向 )， 即 得 
fa -air a>0, 


于 是 立刻 得 到 我 们 所 需要 证 明 的 . 
用 直接 估计 发 散 量 的 积分 的 办 法 来 证 明 唯一 性 的 还 有 [16， 
106, 110, 128, 12 生 等 工作 , 这 将 在 8 14 中 再 介绍 ， 
VII. Annpono8 与 1eohTO8Ndy 的 方法 
此 法 类 似 于 JLaryzos 判别 中 心 点 与 焦点 的 方法 ， 它 只 适用 于 
焦点 的 小 邻 域 实际 上 , 它 是 $8 定理 3.7 的 推广 . / 
研究 含 参 数 \ 的 解析 系统 , 假设 它 的 一 次 近似 方程 当 和 一 0 时 
以 原 和 屠 末 经 过 仿 射 变换 以 后 可 将 方程 化 为 
aMw— byt Paly, Yy, N\), 
6.59 
党- bs+ a NY+ Qale, y, )， 1 
其 中 Ps, Q@s 是 二 次 以 上 的 项 . 一 次 近似 方程 的 特征 根 为 a 和) 土 
乌 (0),4(0) 一 0， 不妨 设 8(0) >>0, 8(0) <0 的 情况 可 类 似 地 讨论 ， 
BY 消 去 只 ,并 且 把 方程 右边 展开 为 六 的 寡 级 数 ， 得 到 


.3 =7R(0,N) +73RaC0, N) +73B,(0, ) + ， (6.60) 


其 中 RC0,%) 一 名 入， Rl， 和 是 cos9 与 sinb 的 多 项 式 ， 今 
《6.60) 的 形 如 

全 一 Yold (0 和) + 7a(0, A) 十 ri (0, 和) 十 … 

=f(0, 7o 和) 61) 
的 解 ， 这 里 Yo 是 * 的 初 值 ; 我 们 得 到 请 函数 ww(0, 和 ) 所 满足 的 方 
各 和 


一 2 1 (0, 入 ), 


Op 2 
0 Ra(0, 和 A), (6.62) 


以 及 初 值 条 件 
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Ww (ON)=1, wl0,NA)=0 (k=2,8,.…). (6.63) 
由 (6.61) 看 出 7=f(9, yo 入 为 周期 解 的 充 要 条 件 是 
f (25, ro0,N) —rTo= [wi(2%, N)—1lro 
十 UVa(3m, NA) To 二 tis 2m, NT =0, 
约 去 因子 ro*0, 并 改 记 上 面 的 超越 方程 为 
DN, ro) 一 MO + Va) rot+ vs (Nro+ =0. (6.64) 
要 研究 当 入 变动 时 原点 附近 是 否 出 现 闭 轨 线 ， 就 是 要 人 研究 
9 (0, 70) 一 0 对 ro 有 无 实 根 . 把 p (2， ro) 一 0 看 成 是 (wu yo 平面 上 
的 曲线 ， 显 然 它 必 通 过 原点 . 又 由 ws(0, 和 ) 所 满足 的 方程 易 见 
va(0) = Ua(27, 0)= = 0， 现 在 假设 
a’(0) 六 0， oa(0) 0, (6.65) 
我 们 来 证 明 :, 当 ) 六 0 而 取 适 当 的 符号 时 , 方程 (6.59) 在 原点 附近 
存在 唯一 的 极限 环 .注意 | 四 


好 1 和 ) 
V1(NA) =W(2n, MW) 一 车 一 ez —1 
dN) = 2 和 


| ~ 270 220 (0) 
从 而 : | : 一 小 (0) 交 0， 


必 在 原点 附近 可 由 (6， 64) 解 由 入 为 Yo 的 单 值 函 数 入 ~ Myo). 其 次 ， 


Oh, =|- 纪 op | 20)_0 
ro | 00,0) Oro / ON Jo0) vi(0) 一 
| 一 一 20s(0)/ 由 (0) = —b(0)vs(0) /na’ (0) #0. 


让 和 一 和 (ro 在 (0 9) 取 到 极 值 . 
下 面 就 %(0) 与 ua(0) 的 不 同 符 号 分 为 四 种 情况 来 讨论 
1. a (0) >>0，vs(0) <0 则 和 (ro) 在 原点 有 极 小 值 (图 


6.16(@))， 由 于 这 时 全 |。>0 故 恕 -在 rm 一 0 的 上 方 附近 


{0,0) 
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.图 6.16 


增加 ， 故 和 = 和 (ro) 的 反 函 数 在 第 一 象限 中 原点 附近 亦 为 单 值 

对 每 一 入 >>0 足够 小 ， 有 唯一 的 70>>0 满 足 p(%, 70) 一 0, 入 和 
(6.59) 在 原点 附近 有 唯一 的 极限 环 ， 又 由 @ (0) >0, a(0) -0 知 
当 和 <0 时 a4(X) 过 0, 原点 为 稳定 焦点 ; (0) >0 时 a()>0， 原点 
为 不 稳定 焦点 , 所 以 极限 环 是 稳定 的 。 

2. a'(0) >0, wa(0)>0, 这 时 和 (ro) 在 原点 有 极 大 值 《图 
6.16(5)), 当 和 A>0 时 原点 为 不 稳定 焦点 ,和 <0 时 为 稳定 焦点 , 故 
极限 环 应 为 不 稳定 , 在 和 <0 时 出 现 . 

3. a (0) <<0, v3(0) >0, 当 %>0 出 现 不 稳定 极限 环 . 

4. 4 (0) 过 0,23(0) 过 0， 当 入 过 0 时 出 现 稳 定 环 . 

在 这 里 我 们 只 讨论 了 含 一 个 参 变 量 的 方程 (6.59) 在 原点 附近 
出 现 极限 环 的 条 件 。 以 后 在 $ 9 中 还 要 研究 含 多 个 参 变量 的 方程 
的 同一 问题 . : -| : : 


习 题 
1. 证 明 , 当 太 >1> 加 >0 时 方程 (6， “5) 存 在 唯一 的 (稳定 ) 极 限 环 . 
2. 车 在 方程 (6.44) 中 g(z) 三 z, f(x, vo) =0 家 示 实 椭圆, 其 中 心 到 原点 
的 距离 小 于 原点 到 椭 贺 的 距离 , 则 方程 存在 唯一 的 极限 环 . 
3. 证明 若 在 方程 (6.26) 中 g(x) 三 %, 了 (2) 为 不 高 于 三 次 的 多 项 式 , 则 
或 是 不 存在 极限 环 , 或 是 存在 唯一 的 极限 环 ， 
4. 试 研究 定理 6.11 能 包含 它 前 面 的 那些 定理 作为 其 特例 ， 
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5. 证 明 当 0<p<1l 时 方程 (6.35) 的 极限 环 必 与 两 直线 z= 圭 MV i- 
相交 ,又 当 <0 或 有 之 1 时 方程 无 团 轨 线 . 

6. 证 明 方 程 (6.29) 中 的 函数 了 (wz) 当 C>0 足够 大 时 有 一 个 正 零 点 和 一 
个 负 和 零 护 ， 

7， 证 明 方 程 全 hz 十 z= 当 %>0; 一 0, 当 w<0 (其 中 h>>0, x>0 为 
常数 ) 有 唯一 的 周期 解 , 它 是 稳定 的 ， 

8. 设 方程 (6.19) 右 方 的 pp, wo) 为 连续 , 若 在 某 一 区 域 中 存在 连续 浮 数 
WC(p), 使 对 每 一 w=w0, plp, wo) 罗 (lp) 是 p 的 忆 交 函数 ， 则 在 此 区 域内 方程 
(6.19) 的 闭 轨 线 不 多 于 一 条 . 

9. “试用 上 十 证 办 符 在 方程 


dz a 
Gt YT Fw), 一 


中 P(x) 连续 可 微 , (0) = 0, 且 当 xz 六 0 时 灵 (z) 一 三 人 ) 


程 最 多 只 有 一 条 闭 轨 线 . 法 解释 这 些 条 件 的 几何 意义 
10. 设 f(z, 引 , Flrw, 级 在 矩形 及 c<z<c+9, |y-B|<5 中 有 定义 ， 
且 fx, <F(z, Y)， 设 yz) 与 了 (zw) 在 (ce, c+60), 0<6<a 中 为 可 微 函 
数 , 目 满足 方程 / 
yz) 一 Fr yz)) 与 Yr)=F(r, Yr)) 
以 及 初始 条 件 


一 一 一 >0( 或 未 0)， 则 方 


y(e)=B, Y(c)=B, 
求证 Yo 7< 了 (Z 当 cc<zsc 十 G，[135 1. 
11. 设 在 方程 z 十 p(z)+y(z)Zz=0 中 ,由 为 连续 ， 且 能 保证 初 值 问题 


的 解 的 存在 唯一 性 ， 又 由 (y)>0, | ”J 一 十 ,pC0) 一 0, gC0) <0, 且 


当 y 在 (一 ,0) 与 (0， + ~) 中 增加 时 点 (所) 不 碱 少 , 则 方程 至 多 存在 一 个 
极限 环 C103]. 

12. 证 明 攻 +p(e* 一 2)s+w 一 0 当 0<p<1 时 存在 唯一 的 极限 环 ， 它 是 
稳定 环 , 当 p>1 时 方程 不 存在 周期 解 [79]. 
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如 果 一 方程 组 存在 多 于 一 个 极限 环 ， 则 它们 自然 可 能 有 许多 
不 同 的 分 布 方式 。 例如 车 存在 三 个 极限 环 , 便 可 能 有 如 图 7"1 所 
绘 的 四 种 不 同 分 布 方式 ， 本 节 所 讨论 的 是 第 一 种 方式 , 因为 我 
们 研究 的 方程 都 只 有 唯一 的 奇 点 ， 而 极限 环 内 部 必须 包含 奇 点 . 
关于 其 他 几 种 分 布 方式 将 在 本 书 的 后 半 部 对 二 次 微分 系统 来 进行 
讨论 . 


(@) (6) (0) (a) 
图 7.1 


时 在 1958 年 M. UH. BoiixogoB[127] 已 指出 ， 对 函数 y=.F(%) 
的 几何 图 形 加 以 适当 要 求 时 , 就 能 保证 方程 
PyFo), YH- 1D 


恰 有 个 极限 环 n 是 任意 给 定 的 正 整 数 ， 不 过 , 由 于 方程 中 出 现 
的 参数 过 多 , 该 文 对 于 判别 一 个 具体 给 定 的 方程 (7. 才 是 否 恰 有 n 
个 极限 环 ， 是 比较 困难 的 . 1966 年 TI. C. PErqkop[128] 也 给 出 一 
个 保证 方程 


爱 -9y 一 Fo 区 = 一 9) (7.2) 
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座 少 存在 % 个 极限 环 的 条 件 。 然而 就 极限 环 问 题 来 说 , 更 有 价值 
的 工作 是 : 当 方程 给 定时 , 如 何 来 判别 它 有 无 极限 环 , 如 果 有 的 话 ， 
到 底 有 几 个 ? 1975 年 , Parqkop[129] 证 明 ; 当 (7.1) 中 的 了 F(%) 一 
aa 十 di28 十 ao2' 时 ， 方 程 最 多 只 有 两 个 极限 环 ， 并 指出 ， 如 采 
(Ww) 二 8(w5 一 ws 十 0)， 其 中 8>>0, p>>2.5， 则 (7.) 便 满足 他 的 
前 一 文 [128] 中 的 条 件 , 因而 此 时 方程 恰好 存在 两 个 极限 环 ， 这 一 
结业 可 说 是 极限 环 唯 二 性 的 最 早 的 结果 .其 证 明 思 想 是 研究 发 散 
量 沿 着 一 条 环绕 奇 点 (0, 0) 的 螺 线 工 从 (例如 正 y 轴 上 ) 一 点 
下 又 下 到 下 y 轴 上 另 一 点 3 的 积分 值 4( 世 关于 oz 的 纵 坐 标的 


变化 率 -5 并 证 明 名 定 号 ,例如 恒 正 . 于 是 根据 相 邻 两 环 的 


相 邻 两 侧 应 有 不 同 的 稳定 性 立刻 知道 这 时 方程 最 多 只 能 存在 丙 个 
环 , 发 散 量 沿 着 内 部 一 环 的 积分 值 <0( 或 <0), 沿 着 外 部 一 环 的 
积分 值 >0( 或 >0)， 证 明 时 用 到 &6 证 明定 理 6. 第 八 段 所 用 
的 技巧 . | | 

自 1979 年 以 后 , 我 国 黄 克 成 [130], 张 芷 芬 , 何 启 敏 [131, 132]， 
陈 秀 东 [188], 黄 启 昌 , 杨 思 记 [134], 丁 孙 葵 [185] 等 先后 给 出 方程 

(7.2) 至 多 或 至 少 有 nn 个 极限 环 的 充分 条 件 , 其 中 张 芷 芬 [131] 的 
结果 解决 了 前 人 未 解决 的 一 个 猜想 . 

在 以 下 的 讨论 中 都 假设 (oO E01, 了 (0)~=0; g(%) EC 
zg(z) >0 当 wm 关 0， 易 见 这 时 (0, 0) 为 (7 . 力 的 唯一 奇 点 .如 前 记 
(一 /Ko G(w) -| g( 台 履 . 现在 先 介绍 [180] 的 工作 。 

引 理 了 .1 设 存在 常数 a, 0 ， b, Do <0<a<db), 使 

1) 了 (wz) 之 了 (@) 当 0<w<a, 且 在 [w 8] 上 (wm) 单调 不 增 

2) 了 (Co)<F(e) 当 w<o<0, 且 在 [go 上 瑟 (o) 单 调 不 增 ; 

3) F(2)#0 当 4 < 委 O<Sdi 
则 在 带 域 多 <z<8 内 方程 (7.2) 最 多 只 有 一 个 极限 环 能 同时 与 直 
线 vw 二 a, 2 二 w 相交 。 
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【证 】 假设 在 带 域 5<w<b 中 有 两 个 极限 环 了 xiCZ2 它们 
都 同时 和 直线 4%=a, z=a 相交 (图 7.2), 其 中 并 1 与 :y 一 了 (2) 的 
交点 为 与 P。 设 yn, 一作 ,yrs 一 性， 记 
Mw, WD = LH GC), alo, YW) = YF + Go), 


且 以 后 简 记 Ntw, 扔 一 和 (4), 如 果 (w, 切 是 4 的 华 标 . 
分 别 计算 ha(w, 用 ，)a(o, 贡 半 于 t( 沿 着 (7-2) 的 轨 线 ) 的 全 
导数 : | 


Da ga) IN+PO)], (7-8) 
De go) LM — Fo)]. CD 


由 条 件 2) 可知 F(w) <M 当 vp <o<0: F (0)>M : 当 boop 
考察 1 与 Ts 位 于 左 半 平 面 的 部 分 , 因为 四 
| da= | 9 [ME FD] do 


2 
> laa 


好 6 a eh Ds 7 t= Wp, 必 一 如 


图 7.:2 
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同 理 可 见 | 全 wo>| 公 wo 


了 


| 全 sa- [a [LF (0) — MJdy>0, (7.6) 
由 (715) 及 (7 的 立刻 看 出 
Xes(43) — ha Ds) NA1) ~— Ns D2), 
即 | 
ya — M)— (yp — M)> Y4—M)— Yo M),. 《077) 
类 似 地 可 证 
A Da — MAs) A D1) — NA1), 
即 
(p+N)— (ya tN) > Yn tN) YatN). (7:8) 
由 条 件 8) 可 知人 .7) 与 人 7.8) 两 不 等 式 中 的 等 号 不 能 同时 成 
立 ， 把 这 两 不 等 式 相 加 , 并 经 过 简化 , 可 得 
(Ya -oa (M+N)> (yn,—Yp,) (M+N). 
但 以 十 入 之 0, ya 一 Y4, 研 0, yp 一 ym0, 这 是 个 矛盾 。 引 理 证 毕 ， 
对 应 于 引 理 7.1, 我 们 显然 有 
引 理 7.2 设 存在 常数 1<w 一 0< < 使 
1) 也 ( 轨 < 委 了 (四 当 0<z<c， 有 在 [4, 站 上 (zz) 单调 不 减 ， 
2) 有 (oO)>F(c) 当 co 和 os 和 0, 且 在 5, co 上 了 (四 单调 不 
减 ; | \ / 
3) F(%)#0 Ba 和 oz< 生 ai 
则 在 带 域 之 和 2 和 2 内 方程 (7'2) 最 多 只 有 一 个 极限 环 能 同时 与 直 
线 2%=C， 2 一 4 相交 . 
现在 再 证 明 另 一 引 理 . 
引 理 ?.3 设 存 在 常数 六 演 0, ga>0, 58'<<0, 使 
1) F(w)>—N 当 O<zsa; 
2) PF(6) <—N- V2), 
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则 方程 (7.2) 的 与 直线 w=5 相交 的 极限 环 必 与 直线 4=a 相 
交 . 

【证 】 设 由 4(c，-W) 
出 发 的 轨 线 当 宇 增加 时 与 负 
y 轴 交 于 4 和 ,由 B(8', 了 (5b”)) 
出 发 的 轨 线 当 减少 时 与 负 
y 轴 交 于 B'( 图 7.8)。 由 条 
件 直 及 (7:3) 式 可 知 yw 之 
-N— VG) , mh yp,<ys 

图 7.3 = 了 了 (6), 因此 ys<ya， 即 
B 在 4 下 方 由 此 立刻 看 出 引 理 的 结论 成 立 . 
与 此 类 似 , 还 成 立 下 面 三 个 引 理 . 
引 理 ?7.4 设 存在 常数 玉宇 0， 2>0, 2 一 0,， 使 
1) F(2) MY 0<w<a,; 
2) F(b)>M+NV 2G(0), 
则 方程 (7 .2) 的 与 家 线 2=》 相交 的 极限 环 必 与 直线 : v=0 6 相交 
引 理 ?.5 设 存在 常数 六 大 0， xf<0， b>0, 使 
1) F(w>—NyAo<r<0 
2) F(O<—N— VG(0N), 
则 方程 (7-2) 的 与 直线 wb 相交 的 极限 环 必 与 直线 2 二 a 相交， 
引 理 7.6 设 存在 常数 玉宇 0, oa'<0, 58>>0, 使 
1) F(r)<M Yo <r<0. 
2) FPF(b) >M + VIG, 
则 方程 (7.2) 的 与 直线 z==5b 相交 的 极限 环 必 与 直线 zc 一 wa 相交 . 
站 二 人 理 个 下 从 四 万 程 (， 至 多 有 个 极限 环 的 充分 条 
件 , 例如 
定理 ?.1 设 在 方程 (7:2) 中 万 (w) 与 g(%) 满 足 条 件 . 
1) Fl-0)= ~ F(%), g(—%)= —g(); 
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2) 在 区 间 (0, 外 中 f(w) 仅 有 % 个 零 感 ; 0 之 a 之 aa 达 …' 之 0 
Fe) =0, Flo) <0, Flow) Fo) <0 (=1, 2, 0, WD), 
其 中 +1= 6; z / : | 
3) (—1)*F (ox)<(—1)*F (oa), : 
(— DF (od) > (DF (om +vV GU 
(£=0,1, 2,.…, %—1), 
其 中 BE (Opt1, On+2), 
且 下 (8 一己 (ao)， 
则 在 带 域 |z|<5 内 方程 (7.2) 最 多 只 有 ww 个 环 . 
【证 】 由 于 卫 (w), g(w) 均 为 奇 函 数 , 故 方程 (072) 的 闭 轨 线 
关于 坐标 原点 对 称 。 由 定理 的 条 件 可 知 
《一 DD" (@) 单调 增加 , 当 w€ [Bx，au+]， | 
且 (—1)*F(w)>(—1)*F(B), BE [0, By], 
其 中 %=1, 2, … n; B1€ (ou oa) 有 PF(BY =0. 
易 见 在 带 域 |s| <Bz 内 (7.2) 无 极限 环 。 由 (7.9) 式 , 条 件 3) 
以 及 引 理 7:1 一 7.4 可 知 :在 带 域 |z| <as 内 , (7.2) 最 多 只 有 一 个 
极限 环 . 与 直线 =o 相交 的 极限 环 必 与 直线 % 一 一 Be 相交 他 一 
2, 3, …, m0), 在 带 域 |z| <ausa 中 最 多 只 有 一 个 极限 环 能 与 直线 
w 一 一 Br 相交 ， 因 而 在 带 域 |s| <arz 中 最 多 只 有 一 个 极限 环 与 直 
线 v=o 相交 ， 由 此 可 见 在 带 域 |z| <5 中 最 多 有 方程 (7'2) 的 % 


(7:9) 


个 极限 环 . 
在 85 中 已 指出 ， 方 和 
dx _ np 外- 
or | + gin 0， 2 少 
om Oj 2% 
pd 4 十 02 Sinw, 三 一 一 TD 


在 带 城 |z|< wz 十 亚 内 都 至 少 有 个 极 恨 环 ， 现在 由 定理 7.1 
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又 知道 上 述 每 一 方程 在 |z| < 十 于 中 最 多 只 有 "个 极限 环 . 因 
此 , 每 一 方程 在 这 带 域 中 恰 有 + 个 极限 环 . 

由 引 理 7.1 一 7.6 知道, 即使 了 (%), g(w%) 不 是 奇 函 数 , 要 得 到 
(7.2) 至 多 存在 nn 个 极限 环 的 充分 条 件 也 是 不 难 的 ， : 
下 面 再 介绍 Parxgop[129] 及 张 花 芬 [254], 先 证 几 个 引 理 ， 

引 理 7.7 若 存 在 常数 0<a<é<B, 使 
1) F(o) =F(B); 
2) f(%)>0(f(%)<0) BwE (a, €), 
f (0) <0(F (0)>0) BwE 人 ,多 
则 沿 着 方程 四 
-ik 二 -oo 710) 
的 任 一 位 于 带 域 a<z<B 中 的 轨 线 弧 s 2=v(%) 之 0, z€ [a, 6] 
| 
| _f(w)dt>0 (| ~f (0) di<0). 
【证 】 我 们 只 考虑 括号 外 的 情况 ， 记 z= 了 P(e), z€ [a, 8B]. 
设 了 (@) = 了 (Bp) = 四 了 (E) 一 b， 由 条 件 2) 知 存在 反 函 数 
om(2) € [wo €1,2—%22) ELE, B]) 
目 由 (O) = 本 (一 和 mao 一 B, va(b) 一 5， 于 是 得 


oa 


oo dz dz 
| v(m1(2) ) + 上 Vpa2)) 
b 1 1 
| | 二 COP TCAOY laz<0, (7 .11) 
因为 
vva(2)) — vw1(%)) 一 -| ” El -5 区 
当 sE [a, a (7*12) 


rs) 必 dz—0 
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引 理 证 毕 ， 
同 理 可 证 
引 理 4.8 车 存在 常数 a 过 ts 之 B<0 使 
1) Fla) =F(B); 
2) f (2)>0 (f(%)<0) 当 wE (a, €), 
Ja<0 FO>O BrelE, A, 
则 沿 着 方程 (7-10) 的 任 一 位 于 带 域 a<s<B 中 的 轨 线 弧 & 0 
v(2) >0, w€ [ze, Bl, 有 : 
-| 7aa<o (-| fo)a>0). 
再 证 ; 
引 理 ?.9 车 引 理 7.7 的 条 件 成 立 , 则 沿 着 方程 (7.10) 的 任 
意 两 条 位 于 带 域 a<%<B 中 的 轨 线 弧 st 9 一 V4(2) 与 52: 1 一 和 (0)， 
目 设 wa) >>V1(2) 之 0 当 w€ [a, B], 必 有 z 
| ~ f(g) dt>| 一 Food (| _F(o) di<| -~f (od). 
(7.18) 
【证 】 考虑 括号 外 的 情况 . 由 性. 革 ) 式 得 


| -O00) -90 | ey meg le 
' 1 
-| | Va (Wal(2) ) 入 i 人 
5 1 1 
| | 6 [二 (B32)) vamal2)) ) 


”- (megy CRO )jz 


而 
d(va(2)—V(2)) 2 Tt _ V2(w2) —V1() 
Ci | ee D1(L) Va(w) > 
当 w€ (a, B). 


再 注意 到 (7.12) 式 , 即 得 (7.18)， 证 毕 ， 
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同 理 有 
”” 引 理 7.10 车 引 理 7.8 的 条 件 成 立 , 则 沿 着 方程 (7`10) 的 任 
意 两 条 位 于 带 域 x<zZ< 有 的 轨 线 弧 81: 9 一 (2) 与 3: VV (%), 
县 oa(o) >vi(w) 衬 0 当 wE [a, B], 必 有 


| _ f(g) a<| _ f(w) di (|. ~_f(w) dt>| -f (odt). 
下 面 再 证 两 个 引 理 四 
引 理 7.11 设 f(w)<0(f(w%) 之 0), 且 f(z) 才 0 当 wE€ fw] 
则 沿 着 方程 (C7:10) 的 两 条 位 于 带 域 a<w 志 的 轨 线 弧 81: 2= v1(%) 
与 $9. 9 二 Vo(2),， 和 且 va(2) >>v1(2) 守 0 当 wEla, B], 必 有 
| =-f@a>| -ADa 小 - -ouw<| - 0) 
[证 】 由 : / 
_ | GOD —f (2) 
). 7 |. /二 | V1(8) dc 上 ON 


OO 
即 知 引 理 成 立 . 
引 理 Y.12 设 当 szE [a, B] 《a>0) 时 有 
1) f(%)>0(f(%) <0), 
2) f(z) 单调 不 减 (F(o) 单 调 不 增 ); 
则 沿 着 方程 (7.10) 的 任意 两 条 通过 点 (8;， 0) 《= 二 2), 并 且 和 
直线 w=a 两 次 相交 的 轨 线 弧 y.(i 一 1, 2) 有 


| -7at>| -fat 0 


(| _ JoOaw<| -oah 


其 中 a<B!<B<B. 
【证 】 考虑 括号 外 的 情况 . 如 图 7.4 所 示 , Yi 一 4A1B1，Ys= 
AB 一 44sU 4sBy U BaB， 由 条 件 世 得 
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| ~ ~f(oO) dt<0, | (7.14) 
令 w 一 pcos9, v 一 psinb, 把 方程 (7.10) 化 为 


dp 
[en 


od 
ot 


由 条 件 2) 可 知 4B, 可 表示 为 p=pi(0) (b=1,2), 目 p1(0) 二 pa(0) 
当 大 委 0 和 加 (图 7 和， 于 是 
| -AGO -Fa 
4 AiB1 
| ”1 —f (pa(0)cos0)a0 


=~—1~—co0smngf (poo050). 


6 —1— eo0s0 sin Of (pa (0) co8d) 
[fa0) eon) 
Jo, —i— eos0 singdf (p(t)o0s0) 


-OO =f (pa(O)o%8t) age0., 
[~—1—~eosbt sin bf (pa(0) cosd) 
| “一 圭一 AT 
《7 .15) 
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由 (7:14) 与 @7.15) 式 即 得 
| ~f(v) dt > | _ oa 
下 面 介绍 前 已 说 过 的 Paragoa 的 定理 , 但 这 里 的 证 明 已 采用 张 
芷 芬 的 , 并 且 条 件 也 有 所 减轻 . 
定理 7?.% 设 当 wE(--d, 办 时 有 
1) f(—2)=f(%); 
2) f(z) 只 有 正 零 点 01, 09, 0<az<as 天 地 
18) F'(m) >0, F (og) <0; 
4) f(%) 单调 增加 , 当 2E [as, 0) 时 ， 
则 方程 (7.10) 在 带 域 |z| <d 内 最 多 只 有 两 个 极限 环 . 
【证 】 我 们 在 带 域 jz| <a 内 考虑 方程 (7.10)， 由于/(%) 为 
侦 函 数 , 故 方程 9.10) 的 闭 轨 线 关于 坐标 原点 对 称 . 设 B 是 不 (o) 
的 最 小 正 零 点 (az 二 B 二 as)， 易 见 在 带 域 |z| 志 8 中 方程 (7.10) 无 
极限 环 ， 又 了 (%) <0 当 wE (B, oa), 故 根据 引 理 7-7 与 7.8 可 知 
车 在 带 域 [z| < 内 (7.10) 有 极限 环 , 则 必 为 唯一 的 不 稳定 环 . 
另 一 方面 , 由 引 理 7:9 一 7.12 训 知 , 车 方 程 (7:10) 有 两 个 极限 
环 CLs, 都 与 坪 线 %=os 相交 , 则 
中 _ foa> 中 -OU (7.16) 


由 此 可 知 方程 47 19) 不 存在 复合 极限 环 与 周期 环 ， 

下 面 分 两 种 情形 讨论 . 

(D 在 带 域 |z| <ow 内 ， 方 程 (7 10) 有 唯一 的 不 稳定 家 限 环 
Li. 

若 方程 (7 110) 存在 与 直线 2= oa 相交 的 极限 环 ， 设 最 靠近 工 
的 环 为 Da(ZD， 则 I 必 为 内 侧 稳定 ， 下面 证 明王 必 为 外 稳 
定 , 否则 ， Ls 应 是 内 稳定 而 外 不 稳定 的 半 稳 定 环 ， 我 们 考察 方程 


他 = = 一 2 一 [Fo) +ay (2)]%, (7.17) 
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其 中 4>>0, Y(z) =0 当 |z|<0o, 7(2)= (1z| 一 02)” 当 oo< |s|{ < 
ad, 由 广义 旋转 向 量 场 理 论 可 知 当 4 适 当 小 时 ,7*17) 在 带 域 
|z| <a 内 存在 与 直线 j=ms 相交 的 两 个 环 LCL3, 使 


,fu>0, ,fod 


其 中 fs(%) = 了 (@) 十 ay(w)， 它 仍旧 满足 定理 的 条 件 。 这 是 和 
GY.16) 相 矛盾 的 ， 故 厂 ,为 稳定 环 ， 再 由 (7.16) 知 Ls 外 部 无 环 . 
(ID 在 带 域 |s1<o 内 方程 (7*10) 无 极限 环 . 
由 于 奇 点 O 是 稳定 的 ， 若 (7.10) 有 环 ， 则 最 车 近 奇 点 O 的 环 
五 必 为 内 侧 不 稳定 的 ， 四 
车 工 ;外 侧 亦 为 不 稳定 ， 则 同 (DD 可 证 Z 外 部 最 多 还 有 一 
环 . 
车 厂 为 外 便 稳定 ， 于 是 中 一 f(z) di 一 0， 如 果 五 之 外 还 有 


极限 环 Ls, 则 Ls 应 是 内 侧 不 稳定 的 ， 这 将 与 不 等 式 (7.16) 相 了 矛 
盾 ， 所 以 这 时 方程 (7.10) 只 有 唯一 的 半 稳 定 环 Za 

综 上 所 述 可 知 方程 (7.10) 最 多 只 有 两 个 极限 环 . 

推论 若 了 FC2) 一 gao5 十 cd08 十 Go0 则 方程 (7， 1) 最 多 只 有 两 
个 极限 环 . 

【证 】 不 妨 设 4s>0， 当 卫 (w) 最 多 只 有 一 个 正 零 点 (二 重 零 
点 算 一 个 ) 时 ,方程 (7:1) 最 多 只 有 一 个 极限 环 ， 车 了 (w) 有 两 个 不 
同 的 正 零点 , 则 由 定理 7 二 知道 方程 人 四 最 多 只 有 两 个 极限 环 . 


由 定理 5.2 可 证 若 了 F(%) 一 和 一 全 + de, 则 方程 人 7. 了 从 


有 两 个 极限 环 . 
当 方 程 (7'1) 取 特例 | 
学 一 4 十 Sin 2， 只 一 一 (7.18) 


时 , 许多 人 都 对 它 做 过 研究 [136, 187, 138, 189] ， 并 猜想 ， 对 一 切 
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及 关 0, 方程 (7.18) 在 带 域 |z| 和 (2+1t)z 中 恰好 有 个 极限 环 .. 张 
攻 芬 1L3 了 完全 解决 了 这 一 问题 . 下 面 就 介绍 她 的 结果 . 

定理 7.8 方程 (与 人 18) 等 价 ) 


dz dy 
2 .1 
证 vw (Ww CoB 2)D (7.19) 


在 带 域 |zj< (二 3 内 怡 有 ”个 极限 环 . 

最 然 只 须 讨论 >0 的 情况 , 为 书写 方便 起 见 ,下面 仍 记 了 (2) 
一 一 pcosz，(w) 一 | f(s)ds 一 一 bsinw， 首 先 证 明 几 个 引 更 

引 理 Y.18 在 半 平 面 w>>0 中 沿 着 方程 (7.19) 的 同一 条 轨 线 
% 一 %(o) 有 

2)>V(—NA—w) 当 >0; 
| V8)>vn+r) 当 v0, 
【证 】 由 方程 (7.19) 可 得 


4(T5 十 2 一 多 一 0) 让 人 


,sz "++ + 并 


-| [Lv (nt+é) 一 人 一)] de 
o v(mtE) 


: -下 veE) 和 | de, v0. 
将 上 式 两 侧 求 导 ,得 


。 womto) vo) ow 
4 To(m 十 由 v( Do : ar 十 OO 
RAC 一 外 一 一 切 ] vw>0, 1 


VC— 人 vo)VY(W 二 wo) 


从 而 


a -六 一 人 
| (vnto) —o(-%))e 0 pl is | <0 当 人 ED 
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但 vw) 一 000) <0 故 vlw 十 $) 一 V( 一 2) <<0 当 ww 之 0， 同 理 可 证 

另 一 不 等 式 . : 
今 作 正 定 的 状态 函数 (%, 一 -十 于 CV 十 了 (%))” 沿 方程 

(7.19) 所 定义 的 方向 场 求 导 ,有 


0 
dt 


为 简单 起 见 , 记 入 (2) 一 和 A(w, 9(w)), 其 中 4=%(%) 是 (7'19) 的 罗 
线 的 方程 。 下 面 研究 状态 函数 沿 着 方程 (7.19) 的 轨 线 的 变化 情 
况 . / 
引 理 7.14 在 半 平 面 v>>0 中 , 若 方程 (7 19) 的 轨 线 ?= Vv) 
与 直线 w= 士 mzr 相交 ， 则 沿 着 此 轨 线 段 有 
(~ 人 HL 一 人 (一 oo]>>0， m>1, (7.20) 
[证 】 记 水 = 和 (二 Ta 一 (per 水 一 和 (一 2) 一 和 (一 (十 
1T)z)， 这 里 z>0 是 整数 . 先 证 不 等 式 : 


一 一 0 EC) ， 


4>>0， 4o>0, (7.21) 
(一 Txt 十 4 和 >0， 10， (7 :22) 
(一 Tri 十 水 人 >>0，8 关 0 《7 23) 


因为 中 >0 当 0< |z|<m, 所 以 不 等 式 (人 .31) 成 立 ， 又 


fre oF (wy) 一 OO 
沙 十 4 一 | v (v2) dy ~(k+Dx VD) 


一 0 


kxt+w+w | ~、 
ey | IF Co) Lao, b>0. 


由 引 理 7.183 知 积分 号 下 的 函数 小 于 零 , 故 不 等 式 人 .22) 得 证 同 
理 可 证 不 等 式 (7'23)， 
现在 约定 4.1=4-1=0,， 那 未 由 (7'21) 一 (7.23) 便 有 
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1 —1 a 
(DHEAme) Nm = 1)" (ht hh) 
记过 
m—1 
一 《一 二 2 之 (da 十 4 21) 


1 一 1 


十 (一 1)”m+t1 > (Am_ax_3+ Am_an_1) >0. 

引 理 7.14 证 毕 . 

今 以 | fe 的)dt 表 示 f(@) 沿 着 (7.19) 的 轨 线 段 的 积分 , 
但 [a, B] 是 % 的 变动 区 间 , 设 2( 纪 一 a, w(ts) =B, 则 tt 的 变动 区 
间 是 [, tj. 四 

引 理 9- 功 “在 半 平面 o>0 中 成 立 

(-D"!| ye(D)dt>0 m>1 为 正 整 数 。 (7.24) 

[证 】 记 


/ 加 (¥+1)x (2) : 
x | 1 (w(t)) dt | VL) do 


(1\k f (2) 
(CD 中 vpr to 
_/ = ov (pwt+w) —v knit — wy) 
CD De lf ld 
k=>0, (7.25) 
f GD)d=| 1 (2) do 


—(+l)r 电 (%) 


[一 7 2 后汉 


* | 
-CD 


Te 
(DD) Sf Ce) ld, 


£>0., (7.26) 
先 证 不 等 式 _ 
(— rtdrrit+dr) >0, 80， (7 :27) 


(—1)*+i(ditdi)>0, b>0, . (7.28) 
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。_ m/s 
(1\ktl (有 十 和 十 %) — vkhrmt+2m mt) 
dit da (—1) |. (Cr 十 克 十 和 )OC6T 十 205 一 世 ) |f (%) [de 


Dm hr Vb m+tw) | py 
(~ | V(— hr —%)v(— hr — mts) fC de 


(7.29) 
由 引 理 7.:18 有 
vkrt+rtr) < — kr — wi), 0 和 2 和 二 ， 60， 
(7.:30) 
(8 十 285 一 0 女 多 (一 8 一 下 十 0 ， 0<w<5, b>0. 
由 方程 (97.19) 及 引 理 7.18 便 有 
v (kr+mt wv) 一 4 十 27 一 化) -| (5 十 广 (o) )az 
Kx+r wd 和 Fr 十 4 Nir 十 让 一 人 ,wv ) 
-| v(m 二 ww) da J V(C—w) do 
=—v(—kx—rv)—v— hr —xzit+w) >0, 
0<w<5， 1 之 0. (7.31) 


由 《7 .29) 一 (7 3 即 得 (7 27) 的 证 明 。 同 理 可 证 不 等 式 (7.28)， 
由 引 理 7.7 与 7.8 可 得 


d=| , f (2(t)) di>0, (7 .32) 
mm-| f(z(t)) di>0. (7.33) 
约定 记 di 二 d-1 一 0, 由 不 等 式 9:27) 一 (7.38) 可 得 


(Dr fF) dt (Dr 总 (可 上 + 而 
[一 ] 
=(—1)"™ 之 (dm~ag-1 + dm ok-2) 
[3 z 
十 《一 二 ”一 之 (dat 十 do ax-a) >0, mm 之 1., 
引 理 7.15 证 毕 ， 


由 于 方程 (07.19) 的 闭锁 线 关 于 原点 对 称 , 且 ( 一 1)” f(z)0， 
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当 max<w< (2m+D) 由 引 理 7.:15 便 有 
引 理 7.16 若 方程 (7`19) 的 闭锁 线 Zr 与 % 正 半 梢 上 的 区 辣 
[mm，(C2m+ 汪 到 | 相交 , 则 有 


(-D" 中 JeG)a>0，mzl 
再 证 ， 
引 理 7.17 车 方程 (7.19) 有 两 条 闭 轨 线 CCL, 它们 同时 
在 半 平 面 v>0 中 与 直线 wz= 土 (2m+1) 5 相交 , 则 有 . 


(= -D"| [一 (2m 十 工 ) 务 ，(394 十 卫 ) 权 | Lj (alt)) 一 7 (w1 (dt 
>0, mm>0. 
【证 】 首先 , 由 引 理 7.9 与 7.10 可 得 


(DD= (-1)* | [f (220)) —f 01 (0)) Id 


[2%+1) 和 (2k+5) 字 | 


/ >0， b>0, | (89 
DD | oo LO) 7 Ces) 

>0， j>>0， (7.85) 

| CGO) ~f (ea) 1 <0. (7.36) 


当 m 为 奇数 时 ， 由 不 等 式 (7:34) 一 (7:36), f(%) >0， 当 
FT< 和 | 2 < 于 以 及 引 理 二 蔚 便 有 


[oa (é) ) 一 (oa 人) )jat 


| (3m+1) 守 ,(2m+1) 委 |] 


-| + + 3e] [f (va)) —f (vit)) a 


十 > (Da 十 Da <D. 
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当 mm 为 偶数 时 由 不 等 式 (7:34)，(7.35)， 7(%) <0 3 
0<<|z|< 与 ; 以 及 引 理 7.11 便 有 / 


[f (wa(t)) —f Cw1(t))1dt 


| [~—(2m+1)F, (2m+1) 于 ] 
-上 ， 并] Lf C(t)) —f (w(t))]at 


‘ ' (Dax + Dax) >0, 
上 号 


引 理 7. 二 证 毕 ， 
由 引 理 7.12 与 7-17 可 得 
. 引 理 7.18 若 方 程 (7.19) 有 两 条 闭 轨 线 六 同时 与 z 正 


半 辅 上 的 区 间 | (2m-D) 又, (m 十 1)| 相 交 , 则 有 


CD" [$f ea) fd) >0, m1 


【定理 7.3 的 证 明 】 

”DD 证 明 方 程 (19) 在 带 域 j*j< CD 内 至 少 存在 ”个 
极限 环 . 

设 从 4 负 半 轴 上 的 点 B( 一 mm,'0) 出 发 的 轨 线 经 过 半 平 面 
0>>0 后 交 正 半 轴 于 Qu。。 由 引 理 7.14 知道 ， 当 m>>0 为 奇数 时 必 
有 wo,>mmmi 当 m>0 为 偶数 时 有 wo.<mor。 由 方向 场 的 对 称 性 
知 , 从 点 PuCmm, 0) 出 发 的 轨 线 经 过 半 平面 w<0 后 交 % 负 半 轴 于 
点 Om 时 必 有 ww = -oo ， 以 五 Q。，PGQ 分 别 表示 经 过 点 Pm。 
Qn 与 Pm Qn 的 轴线 段 ， 以 WmPm, @wPa 分 别 表示 联接 Qn 与 Pm 
以 及 Un 与 Fo 的 直线 段 ， 令 | 


一 A A P,,, 


则 Tu Ts,…， Tw，…, Tmt 中 两 两 相 邻 的 单 闭 直线 构成 Poincar6 
环 域 的 内 外 境界 线 , 在 其 间 至 少 存在 一 条 闭 轨 线 , 故 在 带 域 |z| < 
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(七 Dw 内 至 少 存 在 ”个 极限 环 ， 

(IT) 证 明 方 程 (7.19) 在 带 域 jz| 和 十 切 m 中 恰好 存在 mw 个 
极限 环 ， 分 两 种 情形 . 


1. 有 闭 轨 线 Lm 与 v 轴 上 的 区 间 | mx，(2m+1) 于 | 相交 . 
由 引 理 7.16 知道 , 当 m 是 奇 ( 偶 ) 数 时 ，Lm 是 稳定 (不 稳定 ) 的 , 且 
此 外 再 无 闭 轨 线 与 区 间 (mm，(Cm 十 切 冯 |] 相交， 现在 要 证 明 这 时 
没有 闭 轨 线 与 区 间 ( (3m 十 1) 亚 ，(m 十 切 =] 相 交 ， 假 如 不 然 , 则 最 
靠近 To 且 包 含 它 的 闭 轨 线 Z 必定 是 内 侧 不 稳定 (稳定 ) 的 , 先 证 
成 不 可 能 是 半 稳 定 ， 否 则 , 设 功 为 半 稳定 , 考虑 方程 
号 ~ TY 多 一 一 0 一 fo)og， 《7.19) 
其 中 六 (四 ) = 一 pcosz+ayn(w), a>0, 而 
0, 当 oj< (2m+ 了 如 
Yn (2) 一 | 
(— D"(lel- (am+l1) 于 ) ， 当 |ol> (m+D 务 . 
方程 (7.19)。 对 = 形成 广义 旋转 向 量 场 , 当 “很 小 时 (7.19)。 存在 
与 2 轴 上 区 间 ( 2m+1D 到 ， 可 j 科 的 交办 LRcL®, 
并 有 
CD f(D)di>0, (—D)” p, fda. 
这 将 与 引 理 7.12 和 7.17 矛盾 ， 故 及 必 定 是 不 稳定 (稳定 ) 环 . 
由 (DD 的 证 明 ,这 时 在 Z 之 外 至 少 还 有 一 条 与 区 网 | (2m+1) 等， 
(m+1Dm| 相交 的 单 侧 , 甚至 是 双 侧 的 稳定 (不 稳定 ) 闭 轨 线 ， 
这 又 和 下 再 7.18 矛 后， 所 以 这 时 不 可 能 再 有 闭 轨 线 和 区 问 
(Gem+3H 到 区 ，《m 二 1) | 相交 . 
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2 无 闭 轨 线 与 二 轴 上 区 间 | mmr，(2m 十 芒 亚 | 相交. 由 (的 


证 明知 道 这 时 至 少 存在 一 条 闭 轨 线 与 ( (am 十 了 至 , (m 十 D4 | 可 
交 ， 设 Ln 是 其 中 最 舍 近 原点 的 一 条 , 当 m 为 奇 ( 偶 ) 数 时 , 它 必 定 
是 内 侧 稳定 (不 稳定 ) 的 。 Ln 不 可 能 为 半 稳 定 ， 否 则 由 (DD) 的 证 明 
知 在 Lm 之 外 至 少 还 有 一 条 单 侧 , 甚至 双 侧 稳定 (不 稳定 ) 闭 轨 线 


与 区 间 ( (2m 寸 ] 持 ,(m 十 1] 相交， 这 又 与 引 理 7.18 荐 盾 ， 故 
Lm 应 是 稳定 (不 稳定 ) 闭 娄 线 ， 然 后 与 情况 了 类 似 地 可 证 Ln 之 
外 无 闭 轨 线 再 与 区 间 ( (2m 十 1) 屯 ，(m 十 1)m | 相交. 


综 上 所 述 可 知 , 当 m 是 奇 ( 偶 ) 数 时 ,方程 (7.19) 有 唯一 稳定 
(不 稳定 ) 闭 轨 线 与 正 半 轴 上 的 区 间 [mw，(m 十 1)w] 相 交 ， 又 在 
带 域 |s| < 内 方程 (7.19) 无 闭 轨 线 , 故 在 带 域 lo| 和 (e+Tm 内 
恰好 有 "个 极限 环 ， 且 稳 定 和 不 稳定 极限 环 相间 地 排列 ， 定 再 
7.3 证 毕 . 
在 证 完了 这 个 漂亮 的 定理 以 后 介绍 一 点 有 关 这 问题 的 历史 是 
有 意义 的 ， 我 们 知道 van der Pol 方程 
w+nf (2) +2=0, (7.37) 
其 中 的 f( 友 一 一 5 十 二 以 驴 对 一 切 类 0 存在 唯一 的 极限 环 ， 信 
此 可 证 ， 著 f(z) 是 只 含 麻 次 项 的 2 十 1 次 多 项 式 , 则 对 足够 小 的 
iw|, 方程 人 7.37) 恰 有 % 个 极限 环 ， 了 Bokweiler [136] 首先 注意 到 ， 
如 果 取 f(z) 一 sinz, 那 末 要 使 50= 0 时 的 解 族 吧 +22= 一 4 中 的 解 
能 产生 在 风头 0 时 的 周期 解 ,其 振幅 4 必须 满足 方程 ”. 
| singsin(4emmjap- 2x.7. (4 = (7.88) 


1) 把 (7 37) 式 对 t 求 导 ， 再 记 z 一 多 即 得 我 们 所 熟知 的 形式 . 方程 (7. 37) 有 时 也 
称 为 Rayleigh 方程 , 它 首先 见于 Rayleigh 的 书 4 声 的 理论 ”(1894) ， 比 van der Pol 次 
早 得 多 . 

2) 见 34(4.18) 式 . 


i174 z 极 限 环 论 
其 中 J1(4) 是 一 阶 Bessel 吗 数 ， 容易 算出 上 式 的 导数 为 
jb, sin 9 cos(A sing)dp = 2m [Jo( Ad) ~Ja(d)], {7 39) 


根据 Bessel 函数 的 知识 知道 Ja(C4) 有 无 数 正 零点。 并 且 大 
的 零点 有 近似 表达 式 


hs 一 mr 十字 十 0 人 (二 ) (7 .40) 
在 这 个 条 件 下 , (7.89) 右 边 成 为 i 
4(-D"V 如 + o(i). | .41) 
出 此 可 见 其 值 异 于 零 , 只 要 n 足够 大 、 于 是 信 3 包 就 肯定 
+sngtv=0. | (7 42) 


lp | < 时 存在 无 数 多 个 极限 环 . 后 来 [188] 指 出 ， 这 样 肯 定 是 
不 够 严格 的 ， 因 为 可 能 找 不 到 同一 个 凡 的 存在 区 间 ， 使 对 此 区 间 
中 的 人 值 ， 与 Vi(4) 的 零点 对 应 的 无 数 个 极限 环 能 够 同时 存在 . 
[138] 用 了 ako) 的 更 多 的 渐 近 性 质 以 及 构造 Poinoaré 环 域 的 办 
法 , 先 证 明 人 f- 绍 ) 化 为 极 坐标 方程 。 

oy w sinb gin (y sin O) 
0 1 全 有 


和 ) 


后 的 过 他 办 
4 =nsing sin(y sinb), 


当 |y|>0 自 是 驶 小 时 存在 无 数 多 个 极限 环 然后 征明 这 一 结论 
对 (9-48) 也 同样 成 立 ,只 要 把 |4| 取得 豆 小 一 些 ， ; 

后 来 [189j 又 改进 了 [i838j 的 造 环 域 的 方法 得 证 当 0 过 jal <2 
时 上 述 结论 成 立 , 但 对 | 久之 2, 他 只 能 证 明 在 原点 的 充分 大 的 邻 
域 之 外 存在 无 数 个 极限 环 , 同时 他 猜想 定理 7.3 应 该 成 立 ，[131] 
的 工作 算是 把 这 个 猜想 完全 证 实 了 ， / 


1) 参考 [140]. 
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注意 1， 对 于 van der Pol 方程 
0 号 
项- 党- 区 


dv yi (7: 45) 


可 以 证 明 ? 当 A 一 十 co 时 (7 全 ) 的 周期 解 的 极限 位 置 是 一 个 间断 
周期 解 , 如 图 /5 中 的 粗 线 所 示 , 现在 对 (7.42) ,或 
(Uw 
dr y; 


Wo wpsiny, 
做 同一 代 换 w= jv, 可 得 
OW (v+ainy) 
dv yy * 


(7.46) : 
估计 对 (7.46) 当 Mr-> 二 co 图 7:6 
时 亦 将 成 立 与 (7.45) 类 似 的 结果 ， 

”注意 2， 在 本 书 初 版 (1965) 的 8 6 习题 5 即 现在 的 习题 5, 
已 指出 ， 当 (7 1) 中 的 (wz) 是 4 的 三 次 多 项 式 时 ， 方 程 最 多 存在 
一 个 极限 环 . 这 一 结果 后 来 也 为 A. Ling, W. de Melo 与 0. GO. 
Pugh [141] 所 独立 得 到 ， 他 们 并 且 提出 猜想 ， 如 果 也 (z) 是 2n 十 1 
或 22 十 3 次 多 项 式 , 则 (7 1) 至 多 有 个 极限 环 . 这 一 猜想 迄今 岗 
未 被 证 实 或 否定 , 估计 应 该 是 对 的 ， 


1) 见 [187] 附 录 IV。 


$ 8. 微分 系统 的 结构 稳定 性 


简单 地 说 , 一 个 微分 系统 所 具有 的 某 种 性 质 称 为 是 稳定 的 ,如 
果 这 性 质 在 系统 本 身 作 微小 改变 之 后 仍旧 能 够 保持 、 例 如 ,在 84 
中 读者 已 经 看 到 : 如 果 常 微 系统 (P(ao),，Q(ao)) 其 有 单 重 极 限 环 
7'o， 则 在 以 wx 为 参数 的 旋转 向 量 场 族 中 ， 对 于 在 a6 足够 小 邻近 的 
所 有 ww 系统 (人 Po,， Qko)) 在 Yo 邻近 也 有 唯一 的 单 重 环 , 因此 
“具有 单 重 极 限 环 ”这 一 性 质 关于 向 量 场 的 旋转 来 说 就 是 稳定 的 . 
但 若 (P(@)， Qkoa)) 具 有 半 稳定 环 y 则 对 器 一 侧 令 近 的 w， 
(Pa , Q@(%)) 在 了 i 附近 不 存在 极 根 环 ， 而 对 位 于 mi 田 一 侧 邻 近 
的 a，(P(a), Q(o)) 在 工 ! 附近 至 少 有 两 个 极限 环 ， 这 说 明 “ 具 有 
半 稳 定 极 限 环 ”这 一 性 质 关 于 向 量 场 旋 转 来 说 是 不 稳定 的 。 对 于 
平面 动力 系统 来 说 ， 极 限 环 的 存在 与 个 数 的 研究 是 全 局 定性 理论 
的 一 个 重要 方面 ， 故 必然 涉及 到 系统 的 全 局 定性 结构 是 否 为 稳定 
这 一 问题 ， 这 也 就 是 本 节 所 要 说 的 结构 稳定 性 . 结构 稳定 性 对 于 
实际 应 用 的 重要 性 也 是 很 明显 的 ， 因 为 从 实际 问题 抽象 提炼 出 数 
学 模型 (通常 表现 为 代数 方程 或 常 偏 微分 方程 ) 往往 经 历 了 近似 与 
简化 的 过 程 ， 为 使 对 数学 系统 进行 i 研究 所 得 出 的 性 质 能 正确 
反映 实际 问题 的 性 态 ， 就 必须 要 求 这 种 数学 模型 是 丝 构 稳 定 
的 . 

在 这 一 节 里 我 们 首先 引进 平面 和 常 微 系统 结构 稳定 性 的 严格 和 定 
义 , 并 给 出 结构 稳定 系统 的 相 图 的 拓扑 特征 ; 然后 讨论 多 项 式 系 统 
的 结构 稳定 性 问题 ， 本 节 主 要 是 为 后 面 讨论 二 次 微分 系统 的 极限 
环 和 全 局 结构 问题 作 准 年 的 . 

设 平面 系统 
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定义 于 wy 平面 上 的 区 域 内, 卫 ， Qecr( 即 次 连续 可 役 ), 的 
境界 为 单 闭 曲 线 ， 对 于 (也 是 无 切 的 。 为 确定 起 见 不 妨 设 (T 的 翅 
线 穿 过 B 的 境界 时 均 由 外 入 内 。 所 有 满足 以 上 条 件 的 了 , @ 所 对 
应 的 系统 组 成 一 集合 卫 . 今 在 了 中 引进 度量 p 知 F: 
设 卫 中 的 另 一 系统 为 gy 

一 此 Y) +p(%, Y), - Q(%, y) + y), (IT) 

于 来 我 们 定义 (与 QD 在 了 中 的 距离 为 
3 6 0@g 
pd, ID — mx( 器 |+| 超 |+| 锋 


可 以 证 明 在 如 此 定义 的 度量 之 下 子 成 为 一 Banach 空间 . 

定义 8.1 若 存 在 6>0, 使 得 只 要 p(l, ID <5, 便 存在 如 到 
它 自身 的 拓扑 映射 荆 , 能 把 (的 轨 线 变 为 (ID 的 轨 线 ， 则 称 系统 
(D 在 妃 上 为 结构 稳定 系统 , 或 称 为 粗 系统 . 区 (ID 为 加 的 容许 
摄 动 系统 ， 称 p，9 为 摄 动 . 

粗 系 统 的 概念 于 1937 年 首先 由 A. A. AHrpoEoB 和 I. UL。 
TlonTparng[142] 所 引进 , 他 们 当时 假设 P,Q 为 解析 函数 ， 且 对 了 映 
射 全 , 除了 定义 8.1 的 要 求 以 外 , 还 再 加 了 以 下 的 限制 ， 对 任意 给 
定 的 8 滨 0, 只 要 5>0 足 够 小 ,就 可 使 4(M, (和 )) 之 sD, 对 了 内 
任 一 点 ML 成立, 这 里 a(, ) 表 示 天 中 的 距离 . 他 们 指 册 系统 (1) 
为 结构 称 定 的 充 要 条 件 是 

它 只 有 有 限 个 初等 奇 点 , 且 对 应 的 一 次 近似 

广 的 特征 权 均 不 具备 实 才 

2. 只 有 有 限 条 闭 轨 线 , 且 都 是 单 重 极限 环 ; 
”3. 没有 从 鞍点 到 鞍点 的 轨 线 . / 
但 未 发 表 详细 证 明 . 1952 年 了. F. DeBaggis[143] 把 P,Q 为 解 术 


,| 得) 


(GTD 


1 以 后 称 满足 这 条 件 的 映射 了 为 6 同 胚 。 


178. 极 限 环 过 


的 要 求 降低 为 已 QE01, 并 给 出 充 要 条 件 的 详细 证 明 。 1959 年 
M. M. Peixoto[144] 又 进一步 证 明了 定义 8 江 与 AgxpoHoB 等 的 原 
来 定义 是 等 价 的 , 并且 推广 到 % 维 系统 ,1962 年 Peixoto[145] 给 出 
并 证 明了 紧 致 二 维 流 形 上 的 微分 动力 系统 为 结构 稳定 的 充 要 条 
件 ， 这 在 本 节 最 后 将 会 提 到 . 

既然 Peixoto 已 证 明了 结构 稳定 性 的 两 种 定义 的 等 价 性 , 因 
此 以 后 我 们 不 妨 给 定义 8:1 加 上 a(M, TPT(M))<s 的 要 求 ,借以 
简化 本 书 的 证 明 . 由 于 我 们 只 须 考虑 绝对 值 其 小 的 摄 动 p 与 4 
故 在 证 明 (IID 的 必要 性 时 , 可 设 (D 的 奇 点 被 映 象 全 变 为 位 于 它 
的 邻近 的 (IT 的 奇 点 ,极限 环 也 是 如 此 ,这 种 假定 可 以 使 下 述 定理 
8-1 的 证 明 缩短 许多 。 当然 ， 两 种 定义 的 等 价 性 的 证 明 这 里 就 从 
略 了 。 - 四 
定理 8.1 条 件 GIID 是 系统 (D 为 结构 稳定 的 必要 条 件 . 

证明 分 为 下 述 四 个 引 理 , 其 中 都 假设 (TD) 为 结构 稳定 。 

引 理 8.1 系统 (TD) 只 能 有 有 限 个 奇 点 和 有 限 条 闭 轨 线 . 

【证 】 依 Weierstrass 通 近 定理 ,在 (的 任何 邻 域 中 总 存在 
多 项 式 系统 (ID) ( 即 方程 的 右 端 为 多 项 式 ), 县 可 以 使 GD 的 两 多 
项 我 没有 公 因 子 , 故 (IT) 的 奇 点 只 能 是 有 限 个 .又 由 熟知 的 Dulao 
的 定理 90444" 可 知 (ID) 只 有 有 限 条 闭 轨 ， 从 而 (D 也 只 能 有 有 限 个 
奇 点 和 有 限 条 闭 轨 . 

引 理 8.2 系统 (DD 只 能 有 初等 奇 点 ， 且 对 应 的 一 次 近似 方程 
的 特征 根 不 具 零 实 部 . 

【证 】 任 取 一 奇 点 , 不 妨 设 为 (0, 0). 如 果 它 不 是 初等 奇 点 ， 则 


ap QI -0 
Do Yy) oo 


这 说 明 己 =0 与 @=0 两 曲线 在 (0, 0) 有 非 单 重 的 交点 2。 于 是 可 
以 把 其 中 之 一 作 微小 的 摄 动 , 使 奇 点 由 一 个 变 为 不 只 一 个 , 这 是 和 


1) 包括 两 曲线 在 (0，0) 相 切 ,或 是 至 少 有 一 曲线 以 (0, 0) 为 重点 ， 
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凡生 的 让 珊 的 
机 证 方程 在 (0, 0) 的 一 次 近似 方程 的 特征 根 必 定 不 具 零 实 部 
将 (D 表 为 
灾 - avtbyt Pi(w, Y), 针 -owtdytQle y), 
其 中 己 , Qi=o(VBT 态 )， 设 特征 根 具 零 实 部 , 即 < 十 4 一 0， 于 
是 (D 以 原点 为 中 心 或 焦点 ， 今 在 学 右 端 添加 摄 动 项 am, 0< 


jx| < 二 则 摄 动 后 的 系统 仍 以 (0, 0) 为 奇 点 ,其 特征 根 实 部 为 一 a 
如 果 (0, 人 是 (D 的 中 心 , 但 它 对 摄 动 系 统 来 说 却 是 焦点 ， 显 然 中 
心 与 焦点 的 邻 域 不 能 存在 8 同 胚 , 与 (D 为 结构 稳定 的 假设 相 矛 
盾 ， 如 末 (0, 0) 是 (DD 的 稳定 (不 稳定 ) 焦 点 ， 则 利用 8$ 3 定理 3.7， 
取 a<0(>>0), 可 使 原点 成 为 摄 动 系统 的 不 稳定 (稳定 ) 焦 点 ， 且 
在 其 邻近 产生 新 的 极限 环 ， 故 两 系统 不 可 能 存在 8 同 胚 . 总 之 ， 
〈0, 0) 的 一 次 近似 方程 的 特征 根 的 实 部 不 能 为 零 . 引 理 证 毕 . 
” 引 理 8:8 系统 (TD) 的 鞍点 之 间 没 有 轨 线 相连 . 
【证 】 设 不 然 , 在 鞍点 4 与 8( 可 能 重合 ) 之 间 有 (D 的 轨 线 
将 它们 连接 .。 作 旋转 问 量 场 族 
ep og, Wg+ap, UV) 


yy a<0 时 向量 场 上 时 针 旋 针 ~ 
: z 5 


图 8-1 中 的 箭头 表示 (IV) 的 轨 < 
线 方向 ， 易 见 (IV) 仍 以 4,8B 图 8.1 
为 鞍点 , 但 这 时 进入 B 的 分 界线 已 不 来 自 4， 从 4 出 发 的 分 界线 
亦 不 进入 B, 即 中 与 (IV) 不 是 2 同 有， 与 假设 (为 结构 稳定 相 
矛盾 ， 证 毕 . 

引 理 8.4 系统 (的 闭 轨 线 为 音 重 极限 环 . 

【证 】 设 yy,…, yx 是 方程 DD 的 全 部 极限 环 ,是 


(yi) = 中 (+ He 一 0. 


180 : 极 限 环 论 


现在 要 作 一 函数 gu(%, y) E01 使 pi(z, 胃 一 0 在 ys 上 ,3 大 0 


在 yi 上 , 且 p10 在 i 的 nD 邻 域 术 ,的 外 部 , 这 里 n>0 足够 小 
使 ,不 与 任 -一 yi(i 史 世相 遇 ， 为 此 ,只 须 取 


: 可 si 二 人 y)exp [一 an 到 | 
Pv- 当 (o, Y) EN 
到 当 (%, 9) FEN, z 


其 中 nl%w， 由 表示 邓 ， 中 的 点 (w, 只 到 1 的 距离 由 9(2， 急 EC 
易 证 rc, Y) 确 能 满足 以 上 所 说 的 条 件 . 个 此 ， 对 每 一 六 可 以 证 
义 gly, 下 现在 研究 方程 


=P(e, Y) + opp "入 -oe DV) 


SO ?2 …，?w 为 闭 罗 线 ， 且 当 .s>0 足够 小 
了 时 是 容许 扰动 系统 ， 根 据 ?5 =0 和 gi(%， 所 生生 得 
对 于 系统 4V) 有 


hv(72 = 中 813 ‘gs( gp ) dt. 


由 于 2 去 0, 且 在 入 上 连续 , 又 gu(w， 凡 >0 在 为 上 , 故 上 式 右 


不 时 于 是 且 与 8 同 号 . 

今 设 科 是 方程 (D 的 外 稳定 环 .， 由 $ 3 旋转 向 量 疡 的 理论 铭 
y1 的 外 令 域 中 有 曲线 ,一 切 (D) 的 轨 线 与 十 相交 时 都 从 外 部 进 
入 内 部 ， 到 s>0 足够 小 , 可 使 荆 对 CV) 仍 为 无 切 曲线 , 且 (V) 在 
yi 与 之 间 没有 奇 点 ， 另 一 方面 ,由 于 8 之 0, yi 已 成 为 (V) 的 不 
稳定 环 ， 故 在 % 的 外 邻 域 中 又 将 出 现 (Y) 的 异 于 yy，…, yx 的 闭 
轨 线 , 这 是 不 可 能 的 。 引 理 证 毕 ， 

把 引 理 8.1 8.4 合 在 一 起 ， 即 知 条 件 (GIID) 是 系统 (TD) 为 结构 
稳定 的 必要 条 件 ， 


2 
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注意 ， 引 理 8.4 同时 也 告诉 我 们 ， 具 有 多 重 环 的 方程 总 可 以 
经 过 微小 的 摄 动 而 使 多 重 环 分 裂 为 至 少 两 个 环 , 这 是 我 们 在 $2 
与 $4 中 未 曾 提 到 的 重要 事实 ， 用 类 似 的 方法 于 同仁 [148] 证 明 ， 
多 重 环 若 为 偶 ( 奇 ) 重 ， 则 方程 可 以 经 过 任意 小 的 摄 动 而 使 这 多 重 
环 分 解 为 不 小 于 2 的 偶 ( 奇 ) 数 个 单 重 环 . 

定理 8.2 条 件 (TIT) 是 系统 (DD 为 结构 稳定 的 充分 条 件 

为 此 先 引 进 奇 轨 线 与 正常 轨 线 的 概念 

定义 8.2 如 果 一 条 雏 线 的 正 向 与 负 向 都 是 轨道 稳定 ， 或 是 
此 轨 线 为 正 向 轨道 稳定 , 而 负 向 跑 出 区 域 B, 则 称 它 为 正常 轨 线 . 
如 果 一 条 轨 线 在 中 至 少 有 一 方 为 轨道 不 稳定 , 则 称 之 为 奇 轨 线 , 

显 见 中 心 或 中 心 焦点 都 是 正常 轨 线 ， 而 其 他 的 奇 点 都 是 奇 轨 
线 ， 因 为 它 总 有 一 方 是 轨道 不 稳定 的 。 周期 环 与 复合 极限 环 是 正 
常 轨 线 ， 而 其 他 的 闭 轨 线 都 是 奇 轨 线 . 又 进入 或 离开 远 点 的 分 界 
线 必 为 奇 轨 线 。、 又 车 二 和 轨 线 的 两 端 都 跑 向 结 点 ， 焦 点 或 盘 近 极限 
环 ,或 者 它 正 向 是 如 此 , 而 灸 向 则 跑 出 区 域 B, 则 此 轨 线 必 为 正常 
的 , 因为 在 它 附 近 的 一 切 胃 线 也 都 具有 同样 的 性 质 、 这 样 ,对 于 结 
构 稳 定 系统 来 说 , 它 的 一 切 奇 点 ， 级 限 环 和 分 界线 都 是 奇 罗 线 且 
此 外 别 无 其 它 奇 轨 线 . 

现在 转向 定理 8.2 的 证 明 . 由 于 (D 清 足 条 件 (TID 故 在 区 
域 召 中 只 有 有 限 条 奇 轨 线 (包括 奇 点 在 内 ), 它们 把 B 分 成 有 限 个 
子 区 域 , 称 为 法 域 , 每 一 法 域内 部 被 正常 轨 线 所 充满 ， 法 域 有 两 
类 : 一 类 以 妃 的 境界 线 或 其 一 部 分 作为 它 的 境界 线 的 一 部 分 ， 另 
一 类 法 域 的 境界 上 不 含 B 的 任何 境界 点 . 

定义 8.8 稳定 的 结 点 ,焦点 及 极限 环 统称 为 穴 , 不 稳定 的 结 
点 , 焦点 ,极限 环 以 及 B 的 境界 统称 为 源 . 

显 见 每 一 法 域 的 境界 上 至 少 有 一 个 源 和 一 个 穴 , 否则 , 此 法 域 
中 的 正常 轨 线 当 t 土 co 时 将 无 处 可 去 ?. 
”和 由 于 已 设 条 件 (IID) 成 立 ,法 域 中 的 正常 雪线 不 能 是 闭 轨 线 ， 
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引 理 8.5 每 一 法 域 的 境界 上 有 且 只 有 一 个 源 和 一 个 究 . 

【证 】 假设 法 域 8 的 境界 上 至 少 有 两 个 穴 训 ; 与 Ms 我 们 
要 导出 矛盾， 用 全 部 在 G 内 的 一 段 光滑 弧 0 连接 对 : 与 Ma。 因 
MM, 为 稳定 ， 所 以 经 过 O 上 M1 邻近 的 点 的 正常 轨 线 都 将 进入 Mi 
( 当 i>+oo), 0 上 所 有 进入 ad; 的 点 的 全 体 构成 一 相对 开 集 总. 
同 理 ，O 上 进入 .ys 的 点 的 全 体 梅 成 一 相对 开 集 Sa， S53 与 51 的 
和 集 不 可 能 等 于 0. 因此 O 上 必定 存在 有 点 叉 , 经 过 W 的 轨 线 当 
人 -> 十 co 时 应 进入 第 三 个 穴 ',Ma。， 不妨 设 浆 是 开 集 & 的 境界 点 . 
但 0 上 进入 Ws 的 点 的 全 体 也 成 一 开 集 , 因 此 通过 六 中 位 于 太 
邻近 的 点 的 轨 线 又 将 进入 Ms, 这 与 1 的 定义 相 秘 盾 . 引 理 得 证 . 
由 这 引 理 容易 看 出 ， 结构 稳定 系统 的 法 域 只 能 有 下 列 三 种 不 
同 的 类 型 : | 

1 境界 上 有 一 个 源 和 一 个 ; 穴 ( 图 8:2(@) 一 (DD)),， 

3. 泌 界 上 有 一 个 源 ， 一 个 穴 ， 两 个 鞍点 四 条 分 界线 (图 

89 | 的 
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穴 


“图 8.4 

”3. 境界 上 有 一 个 源 ， 一 个 穴 ， 一 个 较 点 ， 三 条 分 界线 (图 
8-4(4), (5)). 

i 引 理 8.6 如 果 系 统 (D) 满 足 条 件 (III), 则 当 8 足够 小 时 ， 满 
足 p(C TD 一 8 的 系统 (IJ 也 满足 条 件 (IIT)， 且 和 (D 有 同 禅 多 个 
以 及 同 种 类 的 奇 轨 线 . 

《证 】 对 于 (D 的 奇 点 0 可 以 作 一 条 很 小 的 单 诸 曲线 Ci 包 
含 0 而 不 包含 其 他 奇 点 ; Ci 的 指标 就 是 0; 的 指标 当 6>0 足 
够 小 时 , (1D) 与 (DD) 在 0; 上 所 确定 的 向 量 场 不 会 到 相反 的 方向 。 因 
此 0 在 两 系统 中 的 指标 是 一 样 的 ， 又 因为 只 要 O, 的 半径 与 3 都 
很 小 ， 对 (ID 的 任 一 在 C: 内 部 的 奇 点 ， 其 一 次 近似 方程 的 特征 根 


1) 图 8.3，8.4 中 的 源 部 可 能 是 极限 环 或 B 的 境界 ; 和 也 可 能 最 了 和。 为 简单 
计 ， 这 里 只 画 成 一 点 。 
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的 实 部 不 为 零 , 有 昌 与 (了 D 在 0, 的 特征 根 有 相同 的 符号 , 因此 (DT 在 
Oi; 内 部 有 且 只 有 一 个 初等 奇 点 ,其 指标 与 0 一样， 但 应 注意 , 当 
O; 是 (DD 的 (临界 ) 结 点 时 , 04 内 部 可 能 出 现 (ID) 的 焦点 。、 从 区 域 B 
中 除去 这 些 贺 4 的 内 部 以 后 ， 在 余下 的 区 域 中 |P(%, 臣 | 十 
Q(z, 9) | 有 正 的 下 界 , 因此 当 8 足够 小 时 ， 
Pls, 9 +p(%, |+ IQ, Y) +gq(s, Y) | 

在 其 中 亦 有 正 的 下 界 , 这 样 我 们 就 证 明了 (IT) 与 (了 ) 在 8 中 有 同样 
个 数 具 相同 指标 的 初等 奇 点 . 

对 于 (J) 的 每 一 极限 环 Tu 可 以 做 它 的 小 邻 域 ,使 其 内 外 境 
界线 都 是 无 切 曲线 ， 当 6>0 足够 小 时 , 已 的 境界 线 对 于 (ID 来 说 
仍 是 具 同 祥 性 质 的 无 切 曲 线 。 又 在 及 中 没有 CI) 的 奇 点 ， 故 (ID 


在 每 一 中 至 少 有 一 个 极 服 环 考虑 到 中 及 (人 )ds 不 变 号 (只 


要 5>0 足够 小 ), 以 及 相 邻 的 极限 环 必 具 不 同 的 稳定 性 , 可 知 (II) 
在 每 一 BR, 中 只 有 一 个 极限 环 TT， 又 当 8>0 足够 小 时 在 (DD 的 初 
等 奇 点 附近 不 会 出 现 (IT) 的 极限 环 , 在 好 中 的 其 他 部 分 也 不 会 出 
现 (ID 的 极限 环 , 因此 (D 与 (ID 有 同样 个 数 各 同样 种 类 的 极限 环 . 

最 后 , 根据 解 对 初 值 与 参数 的 连续 性 易 见 : 如 果 (TD) 有 从 源 di 
到 鞍点 召 的 分 界线 7， 有 从 鞍点 避 到 穴 4s 与 4s 的 分 界线 ys 与 
Ys, 且 (I) 在 涉及 号 的 邻 域 中 的 奇 点 为 皮 及 了 则 (GD 亦 有 从 
4 到 鞍点 B* 的 分 界线 闪 ， 从 鞍点 B* 到 和 与 大 的 分 界线 位 与 

， 除 了 这 些 与 (了 ) 的 分 界线 成 1 对 应 的 分 界线 以 外 ， (GD 不 可 
毕 有 并 他 的 分 界线 了 引 理 证 毕 . 

” 根据 引 理 8.6 可 知 ,在 人 与 (ID 的 有 限 个 法 域 之 间 亦 存在 
1-1 对 应 ， 且 相应 的 两 法 域 闫 型 相同 。 下 面 要 作出 (的 法 域 Gr 
到 (ID 的 对 应 法 域 Gs 的 同 胚 变换 ， 使 轨 线 对 应 于 轨 线 ， 然 后 把 不 
同 法 域 上 的 点 变换 接合 起 来 , 成 为 区 域 了 到 它 自身 的 同 胚 变换 . 
今 就 前 述 的 第 2 类 法 域 来 说 明 这 种 变换 的 作法 , 对 于 第 1 与 第 3 
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类 , 作法 是 老 不 多 的 ， 

先 设 ( 卫 的 第 2 类 法 域 的 境界 上 的 源 4 和 穴 B 剖 不 是 极 
限 环 , G 上 锥 鞍 点 记 为 Do 与 六 ( 图 8:B), 以 和} (0<AED 记 的 
中 轨 线 的 全 体 , 其 中 Yo 与 7Y; 分 别 表 示人 从 和 4 到 Ds 与 Di 的 分 界线 ， 
它们 向 召 有 延长 yo Ys,( 也 是 分 界线 )。 从 yo 上 一 点 Mo 到 7》 上 
一 点 以 , 作 此 法 域内 的 无 切 狐 0a，7Y; 与 Cu 的 交点 记 为 人 县 从 
Mo 沿 着 Ca 量 到 WM; 的 弧 长 为 和 


图 8.5 图 5 6 

现在 定义 法 域 Gi( 除 去 4 与 也 两 点 ) 到 人 筷 平 面 的 曲 边 和 矩 
形 i 的 同上 是 变换 包 ( 图 8.6)， 使 得 人 中 的 轨 线 ?yw 的 象 是 Si 中 
的 直线 段 入 = 入 设 Yx 上 从 以 ,开始 量 起 ( 河 .4 为 负 , 向 B 为 正 ) 
到 达 弧 长 为 8 的 点 Mi 则 规定 MM 关 的 象 是 (8*, 和 *)， 不 论 4 与 
B 是 焦点 还 是 结 点 , 沿 着 7 趋向 4 或 时 弧 长 总 趋向 有 限 值 , 故 
gx 的 左右 两 头 都 是 有 界 的 。 设 在 此 变换 甸 之 下 ,Do 的 象 是 入 =0 
上 的 点 DD， D， 的 象 是 直线 和 - ”上 的 护 Di. 

与 上 面 一 样 ， 可 以 定义 (TD 的 第 2 类 法 域 9 到 (5, 办 平面 上 
的 曲 边 矩形 Gs 的 同 胚 变换 多 (除去 源 与 穴 B 两 点 ), 设 此 变换 
下 Gs 的 鞍点 Do。 和 的 象 分 别 为 直线 X=0 上 的 点 蕊 与 直线 
和 一 9 上 的 点 斋 ， 现 在 不 难 建立 GE 与 Es 之 间 的 同 胚 变换 @ 使 
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1 一 0， 有 大 和 =7 和 六 分别 对 应 于 =0, D;, 对 = 也 和 天 并 且 G@ 
中 平行 于 s 轴 的 直线 段 对 应 于 Es 中 平行 于 5 轴 的 直线 段 .把 三 个 
同 胚 变换 $B,， 6B, 多 于 连接 在 一 起 ， 并 且 规 定 4 与 忆 的 象 为 及 与 
B, 就 得 到 法 域 G1 和 Gs 间 的 同 胚 映 象 . 

当 4 是 极限 环 时 ， 如 果 仍 按 上 法 去 做 , . 则 @ 与 gs 的 左边 将 
是 无 界 的 , 这 时 如 何 定义 4 的 点 与 (ID 的 相应 的 极限 环 所 的 点 的 
变换 , 使 整个 Gi 与 Gs 间 的 映 象 为 同 吓 ,就 很 不 明显 了 ， 

今 设 已 是 4 的 一 个 其 小 的 开 邻 域 , 它 的 境界 荆 (两 条 单 闭 曲 
线 ) 对 于 (DD) 与 (1D 来 说 都 是 无 切 曲 线 ( 轨 线 穿 过 方向 也 相同 ), ER 
内 部 有 (IT) 的 唯一 极限 环 4， 现 在 设法 建立 及 到 它 自 身 的 同 胚 变 
换 , 使 得 4 的 象 是 Z， 且 (了 ) 的 轨 线 变 为 (DID) 的 轨 线 . 

在 4 上 从 某 一 定点 量 起 , 到 其 弧 长 为 4 的 点 作法 线 %，(DD 的 
轨 线 与 m 的 交点 是 排列 成 序 的 , 以 i 一 土 1, 土 2, … 记 mm 与 每 条 
轨 线 (在 4 外部) 或 yw( 在 4 内 部 ) 依 次 的 交点 , 这 里 , 第 一 个 交 
点 都 在 荆 上 ， 正 整数 5 表示 y, 与 加 的 交点 ， 负 整数 一 ;表示 ys 
与 加 的 交点 。 这 样 ，RU 芽 中 除 4 以 外 的 任何 点 都 可 以 用 (c 5 
信 或 (c,， 8， 一 让 来 表示 , 其 中 性 表示 正 整 数 . 

假设 BR? 到 它 自身 的 同上 是 变换 吧 , 已 经 定义 好 , 它 把 (T) 的 

雪线 变 为 (I 的 轨 线 , Ti 在 加 的 境界 全 上 确定 了 变 斤 

(a, b, D>(9+(@), $0), 1), 

(0, b, -D> (9 (a), lb), —D» 
其 中 (p+(a)， (5), 与 (p-(a), w(5)， 一 了 D 表 示 (ID 的 相 度 雪 
线 与 六 的 交点 ， p+la), p- (a), $B) 与 w( 办 都 是 单调 增加 画 
数 今 定义 R\4 到 及 有 的 变换 到 如 下 : 
(a, 5, dd—>(0, $0), D, 
(CD ， -> 人 a(D)， —%), 


”DD B\E 表 示 瑟 在 B 中 的 余 集 ， 
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其 中 a=3 (I+ 了)p' (0 +3(1-)r 0) | 
i 表示 加 在 工 外 部 的 线段 与 (ID 的 轨 线 7wo 的 第 个 交点 ， 一 
表示 mo 在 互 内 部 的 线段 与 (ID 的 轨 线 yooo 的 第 4 个 交点 .首先 
可 以 看 出 Ts 是 1-1 对 应 的 变换 。 否则, 设 有 es>os 使 两 点 
(a1,b, 们 与 (0, 5, 让 都 对 应 于 同一 点 (@, 由 0), 人)， 则 


(1+3) pt (aD) -pt(a)] =(1-5)tp- (es) ~—p- (oD)], 


这 与 p+(a), 9 (@) 同 为 单调 增加 函数 的 性 质 相 违背 , 故 不 可 能 . 其 
次 , 易 见 它 是 双方 连续 的 , 并 且 把 (TD 的 罗 线 变 为 (IT) 的 轨 线 . 最 后 
令 久 ?co 就 可 得 到 两 环 4 与 之 间 的 变换 , 这 样 就 把 Ts 扩充 为 
好 到 它 自 身 的 同 胚 变换 , 再 把 7 与 7 连接 在 一 起 , 就 得 到 卫 到 它 
自身 的 同 胚 变换 , 使 (D) 的 轨 线 变 成 (IT) 的 轨 线 ， 定 理 8.2 证 毕 

两 定理 8.1 和 8.2 合 在 一 起 说 明 条 件 (ITD 是 结 构 稳定 的 充 
分 必要 条 件 . 

上 述 定理 于 1962 年 被 M. M; Peixoto [145] 推广 到 二 维 紧 致 
微分 流 形 Ma 上 去 、 他 证 明 : 

定理 8.8 M3 上 定义 的 微分 系统 为 结构 稳定 的 充 要 条 件 是 ; 
条 件 (IID 再 加 

4. 每 一 轨 线 的 “与 w 极 限 集 只 能 是 奇 点 或 闭 轨 线 . 

然而 Peixoto 的 更 重要 的 贡献 是 间 一 文中 的 另 一 定理 . 

定理 8.4 若 Ma 上 一 切 微分 系统 所 成 的 Banach 空间 为 B， 
一 切 结构 稳定 系统 构成 召 的 子 集 马 则 畔 在 好 中 是 开 而 且 稠 密 
的 2 . 

对 于 极限 环 理论 感 兴 趣 的 同志 自然 会 想到 下 面 的 问题 ， 如 果 
限制 方程 (D) 右 端的 函数 已 Q 只 能 在 较 狭 窄 的 函数 类 (例如 , 多 项 
式 类 ) 中 变动 时 , 条 件 (IID 是否 仍 为 结构 稳定 的 必要 条 件 ? 容易 看 


1) 1978 年 Q..Gubierrez[149] 中 指出 还 应 假定 对 是 可 定向 的 ， 
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出 , 假如 我 们 是 在 Poincaré 闭 半球 面 2( 即 带 有 赤道 的 半球 面 ) 上 
饶 究 多 项 式 系统 ”, 那 末 赤 道 召 常 就 是 连接 两 炉 点 的 轴线 ， 换 言 


之 ,条 件 (IID 的 3) 就 不 可 能 成 立 了 ， 

因此 , 她 中 多 项 式 结构 稳定 系统 的 特征 是 : 

1. 在 号 内 部 和 加 上 只 有 有 限 个 奇 点 ， 且 都 是 1 
双 曲 奇 点 ( 即 一 次 近似 方程 的 特征 根 不 具 堆 实 部 的 
初等 奇 点 ); / 

2. 在 瑟 内 部 只 有 有 限 条 闭 才 ， 当 力 上 无 奇 点 
时 它 也 可 能 是 闭 轨 ; 这 些 闭 轨 都 是 单 重 极限 环 

3. 没有 连接 鞍点 与 坊 点 的 轨 线 ， 全 了 人 是 B| 
以 外 . ] 


其 次 是 在 多 项 式 系 统 ( 设 P, @ 的 次 数 者 <n, ?为 国定 的 上 
然 数 ) 所 成 的 Banach 空间 之 中 , 具 性 质 (V 了 的 一 切 结构 稳定 系 
统 的 集合 互 s 是 否 为 开 且 稠密 ? 关于 这 个 问题 已 有 


所 研究 , 虽然 还 有 一 点 遗留 问题 。 
定理 8.5 在 上 述 记号 之 下 ， Xs 为 大 的 开 种 密 于 集 . 


【证 】 开 性 由 结构 稳定 性 立刻 可 得 ， 下 面 证 明 稠密 性， 为 此 ， 


引进 一 些 介 于 卫 s 与 了 之 间 的 中 间 集 合 : 
三 。 一 {1(D) CE; (DD 在 如 上 车 有 琳 点 ， 它 只 能 是 双 曲 奇 点 
车 召 是 (了 DD 的 闭 轨 , 则 它 应 是 单 重 极限 环 }; 
Xp={(]) ES (DD 在 分 \ 召 中 只 有 双 曲 奇 点 };，: 
”区 0 一 1(D CE Xn; (1) 没 有 连接 鞍点 与 区 点 的 非 坟 道 轨 线 }。 
由 宕 多 最 见 有 
z XooCHsCR CT 
这 里 要 证 了 。 稠密 于 文 ( 见 [L151]),， Xi 秽 密 于 革 , 革 c 秽 密 于 


yy 决 者 以 后 会 看 到 ， 这 样 做 是 十 分 必要 的 。 反 之 ， 在 号 中 我 们 也 只 能 研究 多 项 式 


系统 ,因为 只 有 对 这 种 系统 才能 借助 于 球 心 投影 和 齐 次 坐标 把 它 变 到 如 由 去 ， 
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7z( 见 [152]) 都 比较 容易 ， 作 为 习题 . 下面 只 证 明了 se 稠密 于 
Xo, 关于 这 一 点 , [152] 中 的 证 明 是 有 问题 的 . 

在 且 o 内 任 取 一 点 , 即 一 多 项 式 系统 , 它 具有 (VD 的 几乎 所 有 
的 性 质 , 只 是 在 有 限 平 面 中 它 可 能 有 多 重 极限 环 三. 今 要 将 此 系统 
作 微小 的 摄 动 ( 但 摄 动 系统 现在 仍 应 是 次 数 <n 的 多 项 式 系统 ) 而 
消除 这 一 性 质 , 那 末 就 可 得 出 民 s 中 的 点 . 到 摄 动 系统 为 (P 一 aQ， 
Q+aP) ,其 中 0< |c| <1， 当 工 为 周期 环 或 偶 重 环 的 傅 况 ,由 $3 
知道 , 当 |a| >0 且 a 取 适 当 的 符号 时 , (P 一 aQ@, Q@+aP) 将 不 存在 
位 于 工 邻近 的 极限 环 , 故 目 的 已 达到 .但 车 工 为 奇 重 的 多 重 环 ， 
则 引 理 8.4 的 证 明 失效 , 因为 其 中 的 摄 动 系统 (V) 未 必 是 多 项 式 
系统 ， 所 以 我 们 得 改 用 其 他 方法 来 证 明 这 个 引 理 . 

由 &2 知道 发 散 量 沿 闭 轨 线 关 于 t 积分 一 周 的 值 可 以 改 用 正 
交 轨 线 的 曲率 洪 闭 轨 线 关于 弧 长 积分 一 周 的 值 来 代替 ， 今 取 工 
以 弧 长 * 为 参数 的 方程 为 : z= 了 9), y=gG8), 0<s<l, 7 是 7 的 
周 长 。 于 是 有 


B-| (PTQDd 一 | 五 (Gd 


-| (P+0) [Pa@, 一 PCP+gJ +@Pslds. (VID 

假设 当 |a| 其 小 时 在 入 邻近 有 系统 (万 -了 一 ag, =-Q+aP) 

的 闭 狐 线 了 9=Jo() ,9 一 9, 其 弧 长 为 (9), 这 里 及 ( 一 了。 
gols) =g(s), 1(0) 一 相应 的 积分 值 为 


te) 

B= | HC)ds, 
其 中 互 (9 是 由 五 中 改 了 P,Q@ 为 P, @, 政 (3), 9(s) 为 fals)， 
ga(s) 而 得 到 的 ， 当 |a| 充 分 小 时 Ze 保持 在 二 邻近 的 环 域 中 ,在 
该 环 域 内 五 GEG， 且 系统 无 奇 点 ， 故 可 将 瑟 (9) 依 % 展 开 


190 极 限 环 论 
H() = (Pr+@) [Po PO(P, 上 GD) + 
一 (入 十 他) [Psg,- PQ(P,+Q,) +Q@asP.] 
+a[gaP, 十 PQCP。 —Q — PQ] to 0()}, | 
而 w y 在 fals)， ga(s) 取 值 . 由 .于 了 ， Q 关 于 a 为 线性 ， 所 以 
fa(s), gals), 1( 四 都 是 a 的 解析 函数 ， 从 而 召 (@) 亦 然 . 
现在 证 明 不 存在 eo>0, 使 对 一 切 w 0<1a| <oo, 成立 妨 () 
=0， 用 反 钙 法 。 假 设 存在 这 种 %%， 那 末 对 a€ (0, ao) 必 有 
| Elo) =E(0) +E (Oat. ‘==0, BE(0) =B=0, 
从 而 即 (0) =-0， 另 一 方面 有 
四 dd fla _ , Ho 1 : 
Er (Co) -| HG)ds= H(t (e) +| 2 H(s)d 
~{(P +@) [IPQ,— POC(P,+Q,) + OPs] 
+a[lQ*P,-+- PQ(P,—Q,) — PIQs] +o0 (Dr (oa) 
+| 1 {P+ 
" [fF Qs- PQ Pot Qe) +QP,|} 
+ [QP, + PQCP, oO) — P30,] las +a0(D). 
令 a=0 则 上 式 左 端 为 零 , 右 端 第 三 项 为 零 . 又 由 于 fo(1(0)》 
-7(0)，wG(O)) 一 g(0)， 故 右 端 第 一 项 {…} 内 成 为 


 {(P?+Q’) 3[P3Q,— PQ(P, + Q,) + QP,]} yoo mon 
此 值 依赖 于 荆 上 量度 弧 长 的 起 始点 (f(0), g(0)), 该 点 可 以 在 工 
上 任意 取 定 . 但 第 一 项 的 后 一 因子 VY(@) 以 及 第 二 项 的 积分 都 与 量 
度 弧 长 的 起 点 无 关 , 故 后 二 者 都 应 等 于 零 , 由 此 易 见 应 有 

V (a) a0, a€ (一 oo， o0), | 
这 是 因为 已 知 Y(a) |。o=0 又 对 四 E (一 oo oo， 我 们 可 以 把 系 
统 (上 一 aq Q@ 十 aP) 作为 初始 的 未 被 摄 动 的 系统 来 考虑 ， 即 
改 记 wa=w-He (P=(P-aQ)—B8Q, Q=(Q+oaP)+ BP), 因 
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定 os, (P,Q) 关 于 BB 也 构成 旋转 向 量 场 ， 于 是 同 前 一 样 可 证 
Yo) |-a,=0 

这 样 ， 当 向 量 场 旋转 时 极限 环 的 长 度 应 保持 不 变 ， 但 按 83 
我 们 知道 ， 如 果 极限 环 不 消失 ， 则 它 应 单调 扩大 或 缩小 。 在 这 里 
虽然 面积 的 扩大 (缩小 ) 不 一 定 就 能 明显 地 看 出 周 长 也 应 增长 ( 缩 
短 ), 但 我 们 相信 对 于 多 项 式 系统 来 说 应 该 是 如 此 的 ?。 这 一 矛盾 
说 明 (P, Q) 总 可 经 过 摄 动 成 为 (P, @), 而 使 对 应 的 发 散 量 沿 闭 罗 
线 积分 一 周 之 值 不 为 零 , 定理 证 毕 

关于 可 微 流 形 上 的 可 微 动力 系统 的 大 范围 性 质 的 研究 ， 自 从 
前 述 Peixoto 的 文章 [145] 以 后 ， 在 美国 有 S. Smale 所 领导 的 学 
派 ， 在 苏联 有 D. V. Anosov, V., I. Arnold, 在 我 国有 雇 山 涛 等 人 
都 做 了 许多 重要 的 工作 ,成 为 新 的 数学 分 支 “ 大 范围 分 析 ” 的 一 个 
重要 组 成 部 分 ， 近 年 来 又 有 人 把 这 些 比较 抽象 的 结果 用 于 研究 具 
体 的 常 微分 方程 的 分 枝 理论 与 定性 理论 , 尤其 值得 我 们 重视 , 有 兴 
趣 的 读者 可 以 看 [153], [15 幻 , [155], [156], [157], [158] 等 文章 
与 专著 ， 


1) 尚 待 补充 严格 的 证 明 ， 
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本 书 从 现在 开始 进入 对 于 多 项 式 系统 
dp dy 
-Pe WD， 并 -Qo 9) (9:1) 


的 极限 环 问题 以 及 轨 线 全 局 结构 的 研究 、 然 而 当 郊 为 一 般 的 正 整 
数 时 , 除了 了 Dulac 1928 年 的 长 文 [条 以 外 ， 其 他 只 有 一 些 零碎 
的 工作 ,前 者 已 于 1980 年 被 译 成 俄 文 以 单行 本 出 版 LI47] ,此 外 时 ， 
述 武 同志 从 法 文 直 接 翻译 的 中 文本 不 久 亦 将 问世 ， 故 不 再 在 此 介 
绍 ; 后 者 我 们 将 在 本 书 以 后 各 节 的 正文 或 习题 中 穿 描 介 绍 一 些 . 

”因此 从 芝 一 节 超 我 们 将 主要 介绍 二 次 多 项 式 方程 (以 后 后 简称 
为 二 次 系统 )， 


bk YY- 
rr 人 Ci， 3 bo (9.2) 


itk=0 + 二 0 


的 极限 环 问题 和 轨 线 全 局 结构 . 向 以 说 关于 方程 (9.2) 的 极限 环 
的 研究 是 极限 环 论 中 蜡 引 人 入 胜 和 最 有 启发 性 的 部 分 ， 原 因 很 简 
单 , 一 次 系统 ( 即 线性 系统 ) 可 求 出 通 积分 , 它 没有 极限 环 ， 并 且 罗 
线 定性 性 态 的 详细 讨论 已 写 入 常 微 基础 课 教材 . 因此 (9.2) 就 是 最 
简单 的 非 线性 系统 ， 除 去 一 些 特殊 情况 以 外 , (9.2) 一 般 来 说 不 能 
求 通 解 , 甚至 一 个 首次 积分 也 得 不 到 ， 然 而 (9.2) 的 水 平和 铝 直 等 
倾 线 都 是 二 次 曲线 ， 因 而 其 极限 环 和 轨 线 便 具有 某 些 比较 特殊 的 
性 质 , 故 有 可 能 对 它 作 比较 深入 的 研究 ; 同时 由 此 又 可 引出 许多 什 
得 考虑 的 一 般 性 问题 ， 解 决 了 这 些 问题 无 疑 将 会 推动 平面 定性 理 
论 的 发 展 ， 另 一 方面 , 从 实用 的 角度 来 看 , 近代 大 量 工程 技术 以 及 


§39，M. Frommer 和 HBH. H., FayTRHE 的 工作 193 


自然 科学 领域 中 的 问题 ， 其 数学 模型 很 多 可 以 化 为 二 次 或 三 次 系 
统 , 这 一 点 读者 在 $8 5 一 6 中 已 经 看 到 了 。 因此 对 (9.2) 的 定性 研 
究 也 就 有 着 重要 的 实际 意义 . 

关于 二 次 系统 ， 最 早 是 研究 它 存在 中 心 点 时 系数 所 应 满足 的 
充 要 条 件 . ` 对 这 个 问题 ,， 是. Doulac[5] 和 . Frommer[6] 都 有 人 斌 
究 , 得 [6] 除 了 得 到 充 要 条 件 以 外 , 还 画 出 相应 的 轨 线 图 ， 最 后 , 在 
[1591 让 还 画 出 在 出 现 中 心 点 的 所 有 情况 下 的 射影 平面 轨 线 图 . 本 
节 将 主要 根据 [6] 来 叙述 这 个 问题 ， 但 在 求 首次 积分 时 也 采用 [5 
中 的 方法 . 

把 (9.2) 的 两 方程 相 除 以 消去 dt, 并 改写 为 


dp y+ bv + (2c+pB) ry +dy 


的 形式 ， 这 在 研究 中 心 点 问题 时 是 允许 的 ， 因为 (9.2) 以 原点 
(0, 0) 为 奇 点 ,如 果 其 右 端 不 存在 线性 项 , 或 是 有 线性 项 , 但 线性 
部 分 的 特征 很 不 是 纯 虚 数 , 那 末 (0, 0) 一 定 不 可 能 成 为 中 心 点 ; 当 
(9.2) 的 线性 部 分 的 特征 根 是 一 对 纯 虚 根 时 , 就 可 以 通过 ww % 的 
线性 变换 而 使 (9.3) 具有 如 上 所 写 的 形式 

I. 车 a=B 一 0, 则 (9.3) 可 积分 而 得 一 系 三 次 代数 曲线 ; 


于 (oz 十 扩 ) tt boytory + Foonst, (94) 


关于 曲线 族 (9.4) 的 图 形 可 按 其 渐 近 线 的 数目 和 (9.3) 的 奇 点 
的 数目 来 分 类 ， 例如 图 9.1, 9.2, 9.3, 9.4 都 只 具有 一 条 实 的 渐 
近 线 ， 其 中 图 9 汗 除 原点 外 还 有 一 个 实 奇 点 ， 图 9.2 和 9.3 则 除 
原点 外 还 有 三 个 不 同 的 实 奇 点 ,方程 (9.3) 这 时 有 两 个 中 心 点 。 由 
图 9.2 可 以 过 续 变形 而 得 图 9.4， 后 者 有 一 个 现 重 奇 点 和 两 个 单 
坷 点 ， 图 9-5 中 除 原点 外 还 有 一 个 三 重 奇 点 , 它 可 借方 程 
Wy -一 光一 (9.5) 
YT-5- Ty 


+ 
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来 实现 , 其 中 (0， 一 了 是 y+ -+0 与 2 十 幼 =0 的 三 重 交 
点 ， 

图 9.6, 9.7 和 9.8 都 有 三 条 实 渐 近 线 ， 其 中 包围 中 心 点 的 闭 
曲线 族 的 境界 上 分 别 有 三 个 较 点 , 两 个 鞍点 和 一 个 鞍点 , 但 每 一 图 
中 都 有 三 个 远 点 ， 让 图 9.8 中 左下 角 的 鞍点 趋向 无 限 远 , 则 两 个 
渐 近 方向 互相 重合 ， 无 限 远 直线 为 重 渐 近 方向 ， 其 上 的 两 个 指标 
+1 的 初等 奇 点 与 趋向 无 限 远 的 加 点 重合 而 成 为 指标 +1 的 高 阶 
奇 点 , 我 们 就 得 到 图 9.9. 

图 9.10 是 三 个 渐 近 方向 重合 的 情况 , 它 可 由 

WW__ 2 (9.6) 


来 实现 . : 四 
H，ju| 廿 18| 关 0， 按 熟 知 的 方法 计算 (9.3) 的 奇 点 (0, 0) 的 
第 一个 焦点 量 ( 见 [67] 第 一 箱 第 一 )， 可 得 
Dlato) - Bod)1， (9.7) 
因此 , 要 出 现 中 心 点 , 必须 
zx(a+o=BOH+HD | (9.8) 
下 面 再 分 三 种 情况 来 讨论 . 
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图 99 图 9.10 


IE a-+e=5+d 一 0， 易 证 这 一 性 质 对 于 转轴 变换 是 不 变 的 . 
将 坐标 轴 旋 转 一 角度 p, 所 得 新 方程 中 0 的 系数 为 
(T= C08 gp (a 十 82)eos3 psing 
二 (8B—8a)cosgwsin’ og -bsin’ 9, (9.9) 
因此 总 可 选取 9， 使 4 一 0, 从 而 又 有 c=0, 于 是 新 方程 ( 仍 用 x, y 
来 记 两 钻 变量 ) 可 写 为 : | 


WW_ vtawy . 
dz | .9 十 22 十 24 一 by 《9 .10) 


由 此 可 见方 各 除 硒 点 (0 0) 以 外 还 有 奇 点 (0 起 以 及 积分 直线 
= 一 占 ， 若 还 有 其 他 奇 点 , 则 应 位 于 此 直线 上 . 现在 作 变 换 


本 一 一 一 一 ， . 
"TF0n’ YI1+o (9:11) 


其 目 的 是 把 点 (0 元 ) 移 到 无 限 远 去 于 是 (9.10) 变 为 
.0 
(9.12) 是 可 以 分 离 变量 求 通 积分 的 ,并 耳 -- 般 来 说 , 它 有 四 条 
积分 直线 ， 其 中 之 一 就 是 1+b'm=0， 因 而 (9:19) 一 般 来 说 有 三 条 
积分 直线 , 但 当 oa 十 和/(w 十 的 天 0 时 只 有 一 条 ，. 当 然 , 无 限 远 直 
线 可 以 看 做 是 (9.10) 的 第 四 条 积分 直线 . 
把 (9.12) 积 分 , 可 得 乱 级 数 形 式 的 通 积 分 
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可 (£3+%) -二 [oe€ + (g++20)7 | 十 … = const., 
回 到 ,人 幼 坐 标 , 得 到 
(+0) Bt (bY lt = Const. 
(9.18) 

此 级 数 有 不 为 零 的 收敛 半 径 , 故 (0, 0) 是 中 心 点 , 因为 (9.13) 在 
(0, 0) 附近 的 轨迹 是 闭 曲 线 . 

当然 , (9.12)， 从 而 (9.10) 的 通 积分 也 可 用 短 函 数 , 反 三 角 函 
数 与 指数 函数 等 的 有 限 形式 表示 出 来 . 因此 要 确定 积分 曲线 的 全 
局 结构 图 也 是 可 能 的 . 

积分 曲线 族 可 按 其 积分 直线 的 条 数 ，. 以 及 是 否 有 两 条 或 三 条 
积分 直线 重合 来 分 类 . 图 9.6( 它 可 以 同时 作为 情况 I 和 情况 II 
的 全 局 结构 图 而 出 现 ) 代表 的 是 三 条 积分 直线 互 不 相同 的 情况 
图 9.11 代表 的 是 有 两 条 积分 直线 重合 的 情况 ”; 图 9.12 代表 的 是 
三 条 积分 直线 互相 重合 的 情况 ; 图 9.13 代表 的 是 四 条 积分 直线 都 
重合 于 无 限 远 ( 即 % 8'=c 0)， 而 积分 曲线 族 是 一 系 同 心 贺 
的 情况 。 如 果 有 限 远 处 只 有 一 条 实 的 积分 直线 ， 即 前 面 提 到 的 
人 十 四 <0 的 情况 , 则 有 图 9.14. | / 


fe 


图 9:11 图 9.12 


也 本 节 的 所 有 图 形 都 可 看 作 身 影 图 形 ， 上 由 每 一 直 针 者 可 作为 无 限 运 直线 四 和 
2) Frommer 原 图 有 错误 , 今 按 A. 百 . BepxgHckz[160] 改正 ， 
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图 9 .1 图 9014 


5 十 一 0 b+d#¥0. 这 时 必须 有 B- 0. 现在 车 4 -c=0, 
则 方程 (9 3) 可 以 改写 为 


.dy 0 十 ll ， | 
二 = 一 一 9.14 
dw y+ Be + yy z ( ) 


的 形式 ， 它 所 确定 的 平面 向 量 场 对 称 于 y 轴 . 这 一 情况 又 可 分 为 
许多 不 同情 况 , 留待 下 曾 的 IIT 去 详细 讨论 。 
今 设 gx= 一 c 关 0， 则 可 经 相似 变换 而 使 a 一。 1, 于 是 
(8-3 成 
| Li tt +o) oy - 


算出 (0，0) 的 第 二 个 焦点 量 为 
Da=0 (b+A) +Ba(b+d)’. (9.16) 


由 于 b+d#0, 要 Ds=0 必须 a=0 或 一 一 5(6 十 d)，a 一 0( 已 知 
B-0) 的 情况 前 而已 讨论 过 ， 故 可 设 a= 一 55+d)， 这 时 (9-15) 
成 为 

Uy w+o (80+5d) vy — 


de y+br— 322y td B30 
青 算出 第 三 个 焦点 量 为 : : : 四 加 
D 一 (8 二 os (bd+2d 4+1). (9.18) 


由 于 0 二 4 基 0, 故 中 心 点 存在 的 必要 条 件 是 
”44+24+1=0， 或 5= -至 二 (9.19) 
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这 里 可 设 %#0, 因为 当 4=0 时 屋 Ds 一 0 必须 6=0, 但 已 设 
b+ax0 了 . 
下 面 下 用 Dulac[5] 的 方法 来 证 明 当 Di=Ds= D0 时 (0， 
9) 是 中 心 点 .把 (9 “17) 写 成 
z [z+ (835+5d) wy — ydr 


+ [y+ be — 2ry+dy’] dy—0, (9.20) 
然后 作 变换 
1 Ti， ， 
即 得 方程 
1 : b+8d 1 /9 bid J b+d 9 i 
EA en er i gj 


1 ，8+d a brd 
+t|s -7 + 


+ + 高 ) 六 jy -0 


| ， 2 ,2 
再 作 变 换 化 一 万 于 可 “1， Y 一 bra 2， 


可 得 方程 | 人 一 te £1 一 viyi + 208 [de 
+ [ort2n -oy — Ray 0, 
或 简 记 为 
[十 2 天 一 0 十 CC 好 axwai 十 [2 wiyi+ bl dy = 0, 
(9.22) 
其 中 
b+d 一 CD " | 
利用 条 件 (9.19) 易 证 g 与 2 满足 条 件 


05=-1 99.24) 
是 易 证 方程 (9、 29) 在 条 件 (9. 24) 之 下 有 积分 因子 


- -- 人- 
[Le 0 ] 2 (1 4280+ 2 + ar + 2my 1 5)”, 


”人 人 人 
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以 及 通 积分 
Ef 8s, oa3==C[EPGc，oD)]2 (9.25) 


其 中 (es 3) 一 1+3(wr+p)+ 写 [G+D 台 二 (645 2) vig 
二 合十 力 同 十 计 [ 全 十 芒 吕 二 3 人 二 Do 


| 十 830 十 了 2 十 DO 二 TD ， 
最 后 ， 用 变换 
td (iw—y) 
回 到 原来 的 变量 x, y, 即 知 方程 (9:17) 有 通 积 分 
[E+2d 0 +1)y+ (d+1) (vA) 

=0[d +3d(P + ytd (+1)y 

~ 8d(d+1)ww + (d+1) (ay— 一 轨 引 3. 《9.26) 
履 原 点 为 中 心 氮 , 积分 曲线 族 为 代数 曲 线 族 
JII. 对 称 向 量 场 (9.14). 这 时 方程 有 以 下 儿 条 特殊 的 积分 
曲线 ， | 


1) 无 限 远 直 线 ; 
2) 直线 y= 一 -到 
3) 二 次 蔓 线 2 _ 4 二 2By 二 O 其 中 


4 一 一 了 y 一 G 一 避 
2 十 及 (a+A) +2 
ytatpB 
BlatB) (at28) 


奇 点 是 :对 称 轴 (9 轴 ) 上 的 (0, 0) 与 (0, -二 )， 以 及 积分 直线 与 
二 次 积分 曲线 的 可 能 的 交点 。 
可 分开 二 要 由 以 下 三 个 经 


(小 ) 于 堆 时 了 为 中 心 点 《鞍点 ) 当 它 等 


1) 这 一 情况 的 全 局 相 图 已 于 最 近 得 到 解决 ,将 号 文 发 表 ， 


v1 = (~iv~Y) Y1 = 2 
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零 或 co 时 了 为 高 阶 奇 点 ， 
2 六 ， 当 它 大 (小 于 零 时 y= 一 二 上 有 (无) 实 奇 点 , 当 它 
等 了 等 时 两 个 实 厅 点 重合 即 积分 直线 与 积分 二 次 曲线 相 切 . 
这 ) zB 它 决 定 二 次 积分 曲线 的 类 型 ， Et 
圆 ( 双 曲 线 ). 者 它 等 于 oo， 则 得 二 重 积分 直线 y= 一 一 
积分 曲线 族 的 图 有 形 有 图 9.12, 9.7, 9.3, 9.15, 9. .16, 9.17, 
9.18, 9.19 等 . 
总 结 以 上 的 结果 , 可 以 得 到 
定理 9.1 方程 (9:3) 当 且 仅 当 下 列 诸 条 件 之 一 成 立时 和 丰 在 
中 心 点 : 
1) «=8=0,; 
2) g++c=b+d=0; 
3) a=6c=B=0( 或 6 二 d=a=0); 
4) a+c=B=a+5@+d) =0d+20+a =0, 但 02- 和 02， 
(或 b+d=a=B+5(g+c)=ac+20 十 =0, 但 a 十 c=0.,) 
(9.27) 
注意 ， 根 据 定理 9.1 以 及 上 述 诸 图 可 知 二 次 系统 最 多 只 能 有 
两 个 中 心 点 ; 当 它 有 一 个 中 心 点 时 虽然 还 可 能 再 有 一 个 焦点 (图 
9.14), 但 在 焦点 外 围 却 不 可 能 出 现 极限 环 ?>，B. T, Bopyxon [161] 
举 出 具体 例子 , 说 明 四 次 多 项 式 系 统 可 以 同时 容 在 中 心 与 极限 环 . 
他 的 方程 是 


of WY 
=-az- 吧 (9.38) 


其 中 6 一 24 十 42， 0<4<5 10 5. 1611 证 明 (9: 28) 以 O(0, 0) 为 
中 心 ， 而 在 两 焦点 ( 士 V5， -全 ) 外 围 都 存在 极限 环 ， B. M 


DD 注意 ,在 导出 条 件 (9.19) 以 前 我 们 曾 先 变 a 为 工 
… 2) 严格 证 明 见 [159]. 


` 多” 9.19 


Toao [163] 所 得 的 结果 说 明 三 次 多 项 式 系 统 也 村 以 同时 存在 中 心 
与 极限 环 ， 他 的 方程 是 
加 一 4 一 9 ， 人 一 作 十 如 十 六 (十 2)， (9.29) 
其 中 <0 他 证 明 此 方程 以 (0, 0) 为 中 心 , 而 焦点 (~ 一 六 ， 士 切 
当 凡 变化 而 经 过 一 1 时 改变 稳定 性 ， 因此 外 围 也 能 出 现 极限 环 ( 见 
§ 3 定理 3.7) / 
关于 二 次 系统 存在 中 心 点 的 条 件 除了 (9.27) 以外， 常用 的 还 
有 .HH. Baywa 的 形式 ， 这 时 , 我 们 把 二 次 系统 写成 与 (9.8) 稍 
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不 同 的 形式 : 


人 凶 — Nt YN + (DNg + Ns) vy + Noy, 


(9.30) 
yy thy thee + (Mat hy 和 3” ， 


在 这 里 当 入 0 时 0(0， 0) 是 粗 焦点 , 但 在 第 二 方程 中 必 的 系数 
与 妨 的 系数 只 差 一 个 符号 , 这 从 表面 上 看 去 比 (9.3) 要 特殊 一 些 、 
其 实 , (9.2 经 过 适当 的 坐标 变换 总 是 可 以 化 为 (9.30) 的 , 只 要 

| ioboi — oi010>0, (gi10— 01) + 4ao0ibi0<0, (9.31) 
即 0(0, 0) 是 (9.2) 的 焦点 或 中 心 。 为 此 , 可 先 借 变换 


v=— [gna nibt], y=—n (9.82) 

bibio bi 
化 为 9 ~ 0 十 ai 十 Bao0 Bit t+ BogY, 
fi (9.83) 


入- 一 0 一 80 十 .405 十 4 区 0 十 4o37 


其 中 Qi 土 61(b1 短 0) 是 (9.2) 的 一 次 近似 方程 的 特征 根 . 然后 经 过 
适当 的 转轴 , 5 可 使 cb ba 保持 不 变 ， 而 新 的 Boo 与 Bos 之 和 等 于 零 ， 
再 以 bi 除 (9.38) 的 两 边 , 并 且 置 t=5ity, 就 可 把 (9.33) 改 写 为 
(9.30) 了 .对 于 (9.30), 由 定理 9. 工 容易 推出 “ 

定理 9.2 方程 (9.30) 当 且 仅 当下 列 由 个 条 件 至 少 成 立 一 个 
时 以 原点 为 中 心 尽 : 

1) Mi=M=Ns—0; 

2) 和 一 Ma 一 和 6 一 0 

3) 各 一) 一 5 一 0; 

4) 和 Ja 一 和 xs 一 Xk 十 5Xs 一 5Xe 一 和 ae 一 2X 一 和 2 一 0. 

Bayrar[21] 的 重要 贡 献 是 证 明 : 

定理 9.3 当 0(0, 0 是 (9.30) 的 中 心 所 时 ， 通过 系数 的 微小 
变动 在 0 邻近 最 多 只 能 出 现 三 个 极限 环 ; 对 于 第 4) 类 由 心虚 Qk 
说 , 要 产生 三 个 极限 环 也 是 可 以 办 到 的 ， : 
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为 了 证 明 ,我们 引进 极 耸 标 2 一 pcosp, y 一 psinp， 由 (9:30) 
可 得 
中 -Pltp[- 入 3 CO0S3 Y 十 (8 十 5) cos 2 siny 
十 (21 二 和 十 je)cosP sins p- Xagsin 9]} 
{1+ plAs cog’ 9 十 (Bhs+ As) cos 2smy 
。 | — (3h Ms) oo0s psin p—Mesin? p]}- 
=p[h+pA(g)]/[1+pB (9)] 
-=pRitpRatpRt, (9.34) 


其 中 : z 
7 一 人 Ra= 4(D) -AB(g), 


Rs= —A(g) Bg) +hB (gp), »…, 
B=(—1)*A(g)BG)™? 
+(—D NB(g)", 
对 于 和 空间 中 任 一 固定 点 戏 附近 的 一 切 %, 例如 满足 | 一 
Xi 一 s 的 一 一 切 和 以 及 一 切 p, 常 有 7?(e， NX), 使 当 |p| <y(e, 2 1) 
时 (9: 3 右边 的 级 数 为 收 生 . 如 所 熟知 ，(9， 39 的 满足 初始 条 件 
p(0) = pe 的 解 p(y) 可 展开 为 
PT Pov1 (9, )) 十 pioa(g， Xi) + pvs (9， Ms) tw (9.36) 
其 中 几 (p, 1) 满足 条 件 
Vi(0, NM) =1,， vx(0, MO) =0 当 >2 
以 (9.36) 代入 (9.34), 比 较 p 的 同 次 割 的 系数 , 可 得 决定 请 
的 方程 为 


(9.35) 


dv 
dg 
QUa 


gy 
对 于 一 一 切 相 当 小 的 p， 以 及 满足 | 上 ;一 对 | 过 8 的 : 入 直线 段 p=0 是 
无 切线 段 , 在 (9.36) 中 令 p=2w, 即 得 在 此 级 数 的 收 敏 贺 内 的 相当 


dp 
一 = 93 及 1 t Av1valts 十 vi Ra, .. 


~— Wis, oa = VaR 二 VB, 
| (0-37) 


2 D7 
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小 的 线段 0<p<pi, p=0 上 的 后 继 函 数 
ppe, 27) = povi 2m, hi) 二 physa (2, hi) 
十 povs(27, 44) 十 …. (9.38) 
引 理 9.1 wl(2m5, 0) 是 诸 入 的 整 函 数 , 当 因 二 0 时 是 和 Xs,，…， 
he 的 5 一 1 次 齐 次 多 项 式 ， 
【证 】 “(3m, 和 0D 是 诸 入 的 整 函 数 由 方程 (9.37) 及 解 对 参数 
的 依赖 性 定理 可 知 ， 特别 , 若 科 =0 则 妨 =0, 而 已 是 jp 和 
的 1 次 齐 次 多 项 式 , 由 于 这 时 (9.37) 的 每 一方 程 都 是 可 以 分 离 
变量 的 , 因此 VC2m, 入 ) 也 是 Xa，…， 和 的 到 一 工 次 齐 次 多 项 式 . 
引 理 9.2 
vi (Dr, Ni) = En 
va (Qn, M) = N08, 
Va 2, Mi) = Va M0 
Va (D6, hi) = D0 十 A 9, : 


9.39 
Vs 2m, Mi) 一 05 十 90308 十 和 0 ， ) 
Ve (2o5 了 Ai) = vb 全 十 8s08 十 和 108 ， 
V7 25, Ni) 一 07 十 050 多 十 930P + NAO, 
Oh 人 205，Ni) 一 07 化 + ob Tvl 十 ab (b>7), 
其 中 
一 FT 
423 一 A A\s (Ns — Ne), : z 
55— 7 Mhe (Ne — he) (M+ 6h —5%), (9.40) 
_. 25 2 2 2 / 
D171 三 一 5 5 和 ha (Ms 一 Me) (和 aya 一 2N6 一 入 3 ) J 
又 为 的 束 面 雪 


【证 】 Vil2m, 各 的 表达 式 由 人 区 本 得， 根据 中 再 


9.1, 可 写 : / 
Vx(2%, My vo AO . (b>1), 


其 中 ”不合 和 及, 是 诸 加 (6 一 3,，…; 6 的 如一 二 次 齐 次 多 项 式 ， 册 


206 极 限 环 论 
定理 9.2 出 现 中 心 点 的 第 四 个 条 和 件 知道 , 当 
N=M ths DN=NNe—2N— N=0 
时 0 一 0. 故 
va Cor, Ni) = (MNhe — 2N6 — 3) O08 
+ (MtDAs— DAO TF AD AO, (9.41) 
但 是 和 二 入 二 加 = 二 0 及 和 一 和 5 一 和 4 一 0 时 亦 出 现 中 心 点 ， 即 此 时 一 
WA 多 4Y 力 都 应 等 于 零 故 
ONAN WMANaO 
再 用 中 心 点 的 第 二 个 条 件 和 一 和 s 一 06 一 0 可 得 
Bi= hs— NOD, Me= (Nh)O, WW= (Ne— WO 
一 起 代入 (9.41) ， 得 到 
Vp(2%, Mi) = (Nahe — 2 — Nh2) Naha CN — 0) OD 
十 Ms 一 Xe) (M4 二 DNs— BX) 入 3740 
十 )5(Xas 一 Xe)02 TNOD (kK#1), (9.42) 
现在 设 4 一 2,， 则 由 引 于 9.1 知 (9.42) 右 边 的 9899=98 一 98 
一 0D， 故 
yy, (2m, A) — MOP,. 
当 少 一 人 0 和 一 0 9 一 0 又 由 (9.37) 可 算出 


gp — Vs (a, \) | 1 -oo RR, nm-0gp 


TO Mo) 
. az gp 
一 -| A(O) BO oT, 
A 4 
故 13 (2%, Ai) 一 一 下 入; (As —Ae) 十 入 0 二 Da 十 和 DSS 
当 %=4 时 同 前 一 样 可 知 =04”=0, 故  ,，. 
Va(2m, Ni) 一 15 (Na — Me) OP +h0 = v0 AMOR, : 


其 中 v3 的 系数 不 妨 仍 记 为 由 
再 算 w(3m, 和 %)， 由 引 理 9:1 知 9089=0， 其 次 ,注意 


$9. M. Frommer 和 吾 . 入 . Baymag 的 工作 207 


= 一 及 95 十 已: (220303 十 20104) 


十 召 s(3w 人 十 3930s) +4Rv3va + Bw 
在 令 和 =0 则 妨 二 0, mw 三 1， 从 而 


和 2 Fe2Vads 十 2 feava 十 3.Rsv2 十 Shiavs 个 4LtaVa tts, (9 | 43) 
注意 此 时 有 | 
5 -一 Re (V2 十 203) 十 3va Rs 十 Ka, 
故 (9.43) 的 右边 可 写 为 
ee +R; 十 422 5 十 20s 冤 


2 (Wa04) 32d0oeo 
dg wp 


把 (9- .48) 丽 边 从 | 0 到 2 积分 , 并 取 和 5 一 0, 由 于 在 入 = 和 二 0 0 的 条 
件 下 有 
va Qt, M) = Vs (Dr, M) = va, MW) =0, 
必得 6(2m, j) 一 | (Reos 十 2BRuos 十 Bo)dp， 
利用 此 式 计算 m(2r, ), 可 得 ( 当 和 一 6 一 0) 
: Vs (2%r, M) ~— 37 一 和 Nu (as 一 和 Xe) (at BAa— BNAe), 

因此 在 各 头 0, 和 大 0 四 就 有 

Vs(2m, Ms) 一 DT Naha (hs — Me) (M4 +BNg— Be) 

+ A (Ms — Ne) 0 + MOD = 05+ D0 +AOD, 
对 于 V=6 注意 根据 证 典 的 .IaryHoB 理论 知道 ， 第 一 个 不 等 


于 零 的 vx(2w, 入 ) > 也 其 下 标 必 为 奇数 , 又 当 
和 1 一 和 5 一 入 十 5Mas 一 5Xo 一 0 


时 ws 一 … 一 6 一 0, 故 册 (9.42) 知 道 g8 一 0， 于 是 
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ve (Dr, Mi) = v50P + v0 + AO 
对 =7, 由 (9.42) 有 : 
V7(27, NM) = NsNa (Ns — Ne) (as 一 273 一 2) 二 的 
十 5050 名 十 7ag 凤 十 )agP)， 
如 前 一 样 , 可 以 令 
和 1 一 和 5 一 入 十 5 一 5 一 0 
来 计算 V7 (2%, Mi) 这 样 就 可 确定 
op 一 要 wo 
因此 V7 {29, NM) = V7 V0 + v0 + oo, 

最 后 我 们 来 证 明 当 8>7 时 ww(2m, )) 的 表达 式 ， 由 (9.42) 
可 知 , 只 要 证 明 禾 ) 含有 因子 hs 一 he 就 够 了 .已 知 8) 是 Xa …, ?as 
的 一 6 次 齐 次 式 ， 利用 580,09, 98 的 形式 上 的 不 确定 性 , 常 可 
把 部 " 中 含 与 和 Ns 的 项 移 到 68 与 9) 中 去 , 而 使 扫 ? 不 会 和 与 

Ms， 这 样 就 可 在 : 
NM =As=NM BA BAe=0 
的 情况 下 来 证 明 的 中 含有 因子 :4 一 hs 一?， 这 时 由 于 和 = 
一 5(As 一 Xe)， 知 
Dr (Qo , 4) = 入 2 和 Qa No) (AsNo — 2A8— ?3 知 -~ ja C0), 
| 
p—po=p2yp po, 1) =p2 [plpo, 0) + uh,(po, 0) + (9.44) 
因此 问题 变 为 要 证 明 由 (po, 0) 二 0 在 p=0 的 某 一 线段 上 ， 这 事 
实 的 证 明 相 当 困 难 ，Bayrag 所 用 的 方法 是 值得 我 们 和 仔细 体会 
的 . : | 
考虑 方程 组 


1) 车 鬼 中 含有 因子 %4， 则 当 js 十 5)s 一 56 一 0 时 由 和 将 产生 因子 As ~ M6, 局 者 
本 来 并 非 8? 的 因子 。 / 
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de 


三 rH vt, Y) + p(y, Y), | 
(9.45) 
ty ppt, y) +uq Ce, Y), 
其 中 : 
H(%, Y) = 二 (2+) 十 3 Qa 一 入 04 广 ) 十 Xe 4 一 ao 
(9. .46) 
万 (wz, Yy) = 有 当 h>0 其 小 时 珍 示 原点 附近 一 系 闭 曲 线 , 它 是 方程 
人 一 一 4 一 jc2 十 2)aog + hd 
| (9.47) 
wt ha hwy — 入 202 


的 首次 分 《9.47) 可 由 方程 (9- .80) 令 
=M=hs—M=M=0 

而 得 到 . ple, 四) 与 切 是 Y 的 多 项 式 ， 若 取 p= 一 2 《一 
一 8xwy， 便 得 到 当 
=h=M+6hs -Bh=0 
时 的 方程 (9* 30). z 

今 在 级 数 (9- .86) 的 收敛 区 域 中 取出 属于 且 (w, 胃 ) 一 的 某 一 
曲线 0, 把 坐标 系统 移 到 C、 上 去 , 并 改 用 曲线 坐标 4 名。 这 里 
就 是 族 HH (%， 的 8 表示 Cs 上 的 周 


期 至 全 使 在 Cn。 “上 及 =l 而 在 大 他 Ca 二 中 有 


ds 
Ti/ TD, 


其 中 力 是 05; 的 周期 , Th 是 0% 的 糯 期 ， 且 规 定 8 从 z 轴 上 量 起 . 
由 此 可 见 在 Cu 邻近 的 任 一 0: 上 3 品 有 圈定 的 赂 阅 Li 并 且 慌 

w=fi(s, h), 2 一 Js， ny / (C948) 
是 解析 的 . \ 
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当 歼 = 加 时 得 到 0 的 方程 , 记 为 
w=] 1(S, jo) =p(s), Y=fals, ho)=(s), (9.49) 
利用 关系 式 z 
H(fils, h), fols, bh))=h, Hofist Hyfzs=0, 
Hifint Hyfon=1, 
人 : 


wf 189 — J 2 ) ， 
咽 0 23 儿 一 大 119) 一 于” ‘9 30) 
在 此 式 中 令 h= bot, 得 到 


Ee -BR s, 1), (9.51) 


上 式 右 边 当 |6 与 | 很 小 时 是 8, 4 解数 并 且 是 s 的 解析 
周期 函数 . : 
世人 ?1) 的 解 6= 0(s) 依 及 及 急 什 8 的 天 开 没 
为 
6= O84 On mT Ow 
二 O11(8) S60 二 Cosa(3) 十 … (9.52) 
在 此 式 中 置 s=7T(==7%), 并 注意 010(7) =1， cal) -oa 3 her2, 
即 得 w 轴 上 的 后 继 函 数 为 
.6(7) =60T+CoT) H+ Ou) do + Oos (TI) HW t+, @ 53》 
引 理 9.3 .由 (po, 0) 三 0 等 价 于 Cos(z 关 0 后 者 表示 不 论 
O, 怎样 取 , 在 展开 式 (9.53) 中 凡 的 系数 总 等 于 零 . 
【证 】 以 po 记 Cu 与 9 一 0 的 交 反 的 横 坐 标 , 把 (9， 44) 有 边 
按 po po 要， 得 到 
0D 一 Po Dh ph, 0) 二 pin 0) (po—po) 1 
pe ON 4) 
由 于 po 与 po 的 任意 性 , 水 (po, 0) 三 0 显然 等 价 于 由 (po, 0) 二 0. 现 
在 证 明 后 一 恒等式 与 Cos(7) 三 0 等 价 . 
由 方程 号 (p, 0) 一 如 十 6 可 得 
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1 


坟 P+ 二 Map =hotd (9.55) 
当 6=0 时 p= a : / 
: po 十 5 和 apo 一 , (9 56) 
两 式 相 减 , 得 
3= 和 (pp + 二 (1+2Nopt) (p 一 的 3 
+ (p— po) (po 十 Xapo ) . 《9.57) 
令 p 一 po, 得 
80 一 -2 (po 一 p10) 十 序 (十 2Xapo) (po 一 po)” 
十 《po 一 po) (oo 十 Xape )。 (9.58) 


再 把 (9.57) 与 (9.58) 两 式 相 减 , 得 到 
8—60— 2 (p—po)? + Be 十 2Napd) + Nalpo—ps) | (p— po)” 
十 [Cpo 十 和 apo”) 十 (TF2NAap6) (po— po) 
十 和 Aa(po— po) ”| (p— po). \ . (9.59) 
以 (9.54) 代入 (9.59) 右边 ， 可 得 0 一 0o 关于 po 一 po 与 上 的 帮 
级 数 展开 式 、 但 此 式 亦 可 用 (9.58) 代入 9.53) 右边 而 得 到 ， 比较 
两 个 宕 级 数 展 开 式 中 的 py 的 系数 , 即 得 。 
ps+ Napd) ps, 0) 一 Oo 
由 此 立刻 得 到 引 理 的 证 明 . | 
下 面 我 们 来 证 明 Coa(z) 二 0， 把 (9: 弄 ) 右边 按 8, 4 的 短 级 数 
展开 , 注意 | 
R(0, s, 0) = BR,(0, s, 0) = R;:(0, s, 0) -=-o 
得 到 | 
co 


-Rt, s, Ob 


+ 引 机。 (0, s, 0)5 + 六 Ri (0, s, 0) 1] 十 
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以 (9.52) 代 入 上 式 两 边 , 比较 2 与 的 辣 次 项 的 系数 , 得 到 
C=0, Cu= PRP,(0, s, 0), C11=2010R’,(0, s, 0), 
G0=0, Go =200.RY,(0, s, 0) + BR',(0, s, 0),， 
其 中 Ow 表示 Oo 对 t 的 导数 . 显 见 诸 Cy 有 初 值 条 件 
Cio(0) =1,05(0) =0 当 GNDx(L, 0). (9.61) 
由 (9.50) 容 易 算出 : 
人 5 0) =Jp— p99 | : 
2a(0, s, 0) =2(hp— 099) (fenp— pig) oo, 


Ra, (0, 3, 9) — (fap fig) nooe . (9. 
f 


"| (9.60) 


[f2 2hs PD -fi 1nsd +ff 28 (ps fi 14 十 pf 2 
— fi1s (qsf1nt gy f 2) Js-0¢ 和 


由 (9.60), (9:61), (9.62) 立 刻 得 到 
Oi0(8) 二 1, Oo1(7) -| (jp— pq)ds, 
O11(7T) -J Roands=2[ fap— fin9]5 
z + 中 [一 —f 2 (ps 1s +p,f 2s) 


+ (grf 1st qvfzs) t/a(W ft ph) 
-fis(gofun tq,fa)] 5-.00S 


-3| (fzsf1n -fonfis)s-o (P+) ds | 


(9.63) 


(ff Lo 可- * Gr) 
z = (H’ fiat Ho fai) ol, 
必得 


Ou(T)= ?| (ps gy) ds, | 9: 64) 
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O03 (Tz) 一 3| (| (hp 一 pq)ds) [fosD 一 11s0 十 广 ， ( Dz f1n 二 py fan) 
fi ft fm) od 
+ 中 (yp 一 gg) (fonp—f1n9)oo0ds 


-2 (| pgas) 
[Tap-fig) + Foefa ffi) (pt) 
+2| (jp- pq) (fonp— f119)s0ds / 
-2| [| Gh-ogas | tg) ds 
+ (fan)p—fi(r)g) C0). 9:65) 
现 选取 Pp 与 g, 使 (9.45) 仍 入 原点 为 中 心 点 , 那 末 后 继 函数 的 一 切 
系数 都 应 等 于 堆 , 由 此 可 得 到 一 些 恒等式 , 利用 它们 就 可 以 证 明 
Coa(T) 三 人 
1. 取 p 寺 0, 9g=9:y=w:Yy, 这 时 方程 (9 “45) 相 当 于 条 件 
(9. .64) ， (9.65 ) 可 得 


Ooi(T) 一 -| whds =0, Ol) aa 


Ooa(7T) 一 一 -| (2| syz dt)as— 0. 站 (9. 66) 


2、 取 PD 二 一 9* 册 ， gq=0. 方程 (9. 45) 仍 相当 于 条 件 入 
Ns 一 Me 一 0 下 的 方程 (9.80)， 仿 前 可 知 


Cu (区 = -2| yds=0. (9.67) 


3. 取 2= 一 妇 = 一 和 2 9 一 2xyg=290J， 这 时 方程 (9.45) 相 当 
于 入 二 As 二 和 4 一 0 时 的 方程 (9.30), 故 原点 为 中 心 点 ， 由 此 得 


Oo1(7) = -| Cy +2wyr)ds=0, 
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利用 (9.66) 的 第 一 式 可 得 
| was-0. (9.68) 
4. 取 2= 一 o 9 一 3wy, 就 得 到 hs 一 M+5hs 一 5h6==0 
的 情况 .但 这 时 原点 不 一 定 是 中 心 点 , 故 Cos(z) 是 否 等 于 零 不 得 而 


车 .现在 要 利用 已 经 得 到 的 (9.66)，(9.67)，(9.68) 诸 式 以 及 明显 
的 恒等式 


| ae- | jds = -| ds fm- Fa 
-| (2y +2Yy) ds=0 z (9.69) 
来 证 明 Cos(7) =0, 首先 ,注意 由 (9.66) 与 (9.68) 可 知 (9.65) 右 边 的 
uD) -=| (ot3myD) d=0, 
故 由 (9.65) 得 : 
Our)= -5 [of (30s ~ a9)at]as 
利用 (9.61) 的 第 三 式 可 知 
E007) =—| (of odt)ds, (9.70) 
a 2 oil 
到 (9.70) 右边 成 为 
: 『 py ds — 2 (0)y(0) | vds— 2 "(of yzar)as. ds 
根据 (9.66) 知 道上 式 第 二 、 三 两 项 都 等 于 零 , 因此 只 要 证 明 
ao (9:71) 
就 可 以 了 . 
现在 利用 (9.47) 来 计算 | syds 与 | zazds 得 到 


Ai- 


中 之 岂 思 
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| ce+ 和 za + No ~ Noy ds =0, (9.72) 
| (yh tamy tM) ds=0, (9.73) 
EL 6 乘 (972), 和 和 柔 (9-78), 相 加 ,得 到 
| 2(8+28) | vydsthe | oa ds— jx yds—0. (9.74) 


此 外 利用 (9.66) 与 (9.67), 又 有 
| j ds = -| eds 二 2ha| wy ds+ja| np ds =0, (9.75) 
hd) te), my) a0. 9°70) 
以 )a 乘 (9.75)，)e 滋 (9.76), 相 加 , 得 到 
2( 和 2 十 X6 ) | vy ds=0, 
不 妨 设 烧 十 净 光 0, 否则 原点 为 中 心 点 ,Coal7) 一 0 显然 成 立 ， 因 
由 | | 
| wwas=0, 
代入 (9.75) 的 右边 , 得 到 
-| Ge-a-0 (77) 
此 外 ,还 有 
| va ds = -Xe| 2 ds+2Xa| 0201/ Qs 十 ol wp ds=0, 
0 


人 ol ds — ;ol 0201/ Qs 十 2)o| map 一 ia| yds=0, 
0 
T . ， 万 五 ， ps | 
| (wy +ry)ds=— 一 ha| wy ds + 2ha) vy’ ds ho| ys ds 
+ | 23 us+3axe| wy ds 一 ~") wy ds—0. 


由 以 上 请 式 消去 |” zyrds 及 | 。%e 必 (利用 (9.77)), 可 得 


2( 和 2 十 和 ro) v3 ds 一 ja] ， way ds | 一 


利用 上 式 [ ]=0 由 (9.74) 立 刻 得 到 (9.71)， 引 理 9.2 证 毕 . 

下 面 我 们 证 明 本 节 开 始 所 写 的 定理 9 .23， 由 引 理 9 .2 知 可 写 

~ Pp-Ppo~po [2N1 1+ Ng NM) + po (po, Ai) ) 
+ Vs(1+poba(po, MA) pat vsll + pots(po; hi 
+ br(1 -+ po (po, WP 
或 稀 记 为 | 
Pp— po—pol2rNadi + Tayitps + vstjsps t+ vipel™, (9: “78) 
其 中 庄 hs 是 pe 的 圭 级 数 , 系数 是 诸 和 的 整 函数 , 这 些 宕 级 数 当 
| 和 一 和 | 天 s， Pr<yte， Ns) 

时 收 全 ' 

” 今 设 入 所 对 应 的 方程 (9: 30) 以 原点 为 中 心 点 ， 我 们 来 证 明 必 
可 找到 so, 6o, 使 当 上 一 | 二 so 时 方程 p 一 pe=0 在 原点 的 60 邻 
域 中 不 能 有 多 于 三 个 的 正 根 , 这 也 就 表示 方程 (9- -80) 在 原点 的 5 
邻 域 中 不 能 有 多 于 三 个 的 极限 环 ， 

首先 , 可 以 找到 s1<s 及 51, 使 当 [% 一 | <ei, 0<po< 六 时 
三 立 
> (j=1, 3, 5,7), 
将 (9.78) 改 写 为 


PPpo™ pofi| 2rhs tt 磺 + 而 pi 村 ?| (9-79) 
: [tt 


当 po 足够 小 时 每 一 由 /器 又 可 按 pe 与 和 a 展开 为 麦 级 数 


1) 借助 于 这 个 式 子 , 如 果 入 中 0, 就 称 (0, 0) 是 粗 焦点 , 它 等 价 于 发 散 量 在 (0, 0) 
不 等 于 零 .如 果 纪 一 0 而 如 站 0, 就 称 (D, 从 是 一 阶 细 焦 点 ;如 果 和 二 加 一 0, 而 Z 守 0， 
就 称 (0，0) 是 一 阶 细 焦 点 ; 如 果 和 一 矶 一 而 一 0， 而 加 天 0, 就 称 (0, 0) 是 三 阶 细 焦 点 ， 
由 此 可 知 二 次 微分 系统 的 焦点 最 多 只 能 是 三 阶 的 。 这 -一 定义 在 $ 3 以 后 的 各 节 中 党 
会 用 到 。 
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然后 再 取 sa，6,,， 使 当 I — Nl 天 s?， 0<po<0, 时 有 有 
籽 > 豆 ， 


显 见 当 0 一 po 和 0 时 方程 p 一 po=0 的 正 根 就 是 方程 
oo 一 2 和 Xi 十 ayas p0 十 55 po 十 十 页 pi 一 


295, (1 + No 十 pob53) 十 4v5(1 + Ap “+ po )po 

+6071(1 + hg +pof ps, : (9.80) 
可 知 在 0<po<3s 时 函数 yo 的 正 零 点 最 多 只 能 比 函 数 由 的 正 堆 
点 多 一 个 . 
注意 现在 (9.80) 的 有 方 与 (9.79) 有 方 的 方 括 弧 内 已 具 相 同 的 
形式 ,二 者 的 系数 亦 具 有 类 似 的 性 质 ， 但 后 者 关于 Po 的 次 数 (把 加 
括 弧 内 的 函数 看 做 系数 ) 却 比 前 者 低 了 两 次 . 因此 对 区 仿照 前 述 
同样 的 办 法 再 做 两 次 , 就 可 知道 必定 存在 630, 使 当 0<po<6 
时 函数 由 的 正 零 点 个 数 最 多 只 能 比 函数 

= 4857(1 + Mg" + pobar 

的 正 零点 多 两 个 ， 但 对 由 显然 存在 84 与 64 使 对 一 切 满足 | 入 一 
和 | <<84 的 入; 及 0<po<8s, 没有 零点 ， 于 是 对 此 种 和 与 po 冰 数 
po 最 多 只 有 三 个 正 零 点 . 

仿 此 可 证 : 如 果 X 所 对 应 的 方程 (9- 30) 不 以 原点 为 中 心 点 ， 
即 不 是 一 切 vi (2m， X) 都 等 于 零 那 末 当 对 应 的 (9.78) 右 边 括 弧 
内 第 一 个 不 等 于 零 的 是 和 1， Vs, vs 或 D7 时 ， 就 可 找 到 so 与 oo, 使 
对 一 切 满足 | 为 一 入 | 过 so, 0 过 po<56 的 入, 对 应 的 方程 (9.20) 在 
原点 的 bo 邻 域 中 没有 , 至 多 有 一 个 ,两 个 或 三 个 极限 环 . 

其 次 要 证 明和 定理 的 第 二 部 分 .假设 AN 所 对 应 的 方程 以 原点 
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为 中 心 点 ， 且 
AM = = N+ DN — BAe — AN — DN 一 和 22 一 0 

但 4 天 0, 入 天 0, 各 一 避 关 0, 亦 即 原点 是 引 理 9-1 中 的 第 四 类 中 
心 点 。 现 在 略 略 变动 )2 使 成 为 As 冯 0, 且 使 

NaXs 一 2X6 一 和 2 头 0， 
于 是 这 时 47 夫 0, 不 妨 设 07>0， 而 

Ds= Va= 5,-0 
已 知 对 任何 0<s<so, 0<5<66o, 当 0<<p<5, IN Nl < 时 条 
件 具 > 枉 常 成立 . 今 变 动 和 4 成 为 Xe 使 05 成 为 负 的 ， 但 仍 有 
v7>0; 又 要 求 jvs| 如 此 之 小 ， 使 对 一 切 

pr€ (6, a8°) (1 3, 3) 


不 等 式 p 一 po>0 仍 成 立 。 另 一 方面 , 当 |po| 很 小 时 (9.78) 右 边 与 
友 己 号, 故 知 在 (0, 3) 中 方程 p 一 po 一 0 至 少 有 一 -个 正 根 ， 设 p=p 
是 进 些 根 中 的 最 小 者 . 今 再 变动 对 成 为 人 使 >0 但 Lo 各 
此 之 小 ， 使 对 一 切 
ooE(5， 52)C(50 5p)， 1 
不 等 式 p 一 po>0 仍 成 立 ， 而 对 一 - 切 
| poE (8 中， 62°) 0, p ) 
不 等 式 p- po 过 0 成 立 ， 由 于 当 [po] 足够 小 时 p 一 po 应 应 与 吉 同 号 
为 正 , 故 知 此 时 在 (0, 35) 中 p 一 po 至 少 有 两 个 根 ， 设 p=p" 是 这 些 
根 中 的 最 小 者 ， 最 后 变动 Xi 成 为 a<0 并 使 本 
1. 对 一 切 pnE (88 8689) C (5， 2 成 立 不 等 式 
P —po>0, : 
2. 对 一 切 po€ (5 外 ,5 多) (8 多 ,6 外), 成 立 不 等 式 
: p 一 po 忆 (， 
3、 对 一 切 pp&E (09 88)C0 p"), 成 立 不 等 式 ， 
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p—po>0, 
此 外 我 们 又 知道 当 |po| 足够 小 时 p 一 ps 与 a 同 号 为 负 , 故 知 此 时 
在 (0, 8) 中 p 一 po 一 0 至 少 有 三 个 根 . | 
至 于 其 他 三 类 中 心 点 却 不 一 定 都 可 以 证 明 它 们 能 产生 三 个 极 
限 环 , 讨论 方法 与 前 类 似 , 故 从 略 ， 又 仿 此 可 证 使 (9.78) 右 边 第 一 
个 不 等 于 零 的 系数 为 07 的 焦点 亦 能 产生 三 个 极限 环 , 使 第 一 个 不 
等 于 零 的 系数 为 v6 的 焦点 能 产生 两 个 极限 环 , 使 第 一 个 不 等 于 堆 
的 系数 为 53 的 焦点 能 产生 一 个 极限 环 ,证 明 从 赂 . 
”总 结 以 上 的 内 容 可 以 看 出 ， 引 理 9.2 的 证 明 的 难点 在 于 证 明 
(9.39) 的 最 后 一 个 式 子 , 亦 即 要 证 (9: 御 ) 中 的 由 (po, 0) 三 0 在 p==0 
的 某 一 线段 上 了。 Bayra 的 方法 可 以 分 为 下 列 三 个 步 又 
1. 找 出 一 系 三 次 闭 曲 线 
五 Co 办 = 包 
借 此 引进 新 的 曲线 坐标 (3，s) 以 代替 原来 的 极 坐标 (p, 9), 并 写 出 
方程 (9. 伍 ) 在 新 坐标 系统 下 的 后 继 函 数 (9.53)， ， 
2. 把 5(z) 一 66 用 两 种 不 同 的 方法 展开 为 多 与 po 一 ps 的 短 级 
数 , 从 而 得 证 wpo, 0) 二 0 等 价 于 Cos(7) 三 0. 
3. 先 在 (9. 伍 ) 中 到 特殊 的 p(o, 9), 9《z, 9) 使 原点 仍 保持 为 
中 心 , 由 于 这 时 对 应 的 (9-58) 中 应 成 立 
d(T) 一 6o 三 0， 
故 可 借 此 获得 许多 只 依赖 于 曲线 族 五 (zw,y) =h 的 恒等式 (9.66)， 
(9.67) 与 (9.68), 然后 利用 这 些 恒等式 以 及 明显 的 恒等式 (9.69) 
来 证 明 与 
和 1 一 人 = 一 人 4 十 5 一 5 一 0 
时 的 方程 (9.30) 对 应 的 方程 (9.45) 在 新 坐标 系统 下 的 后 继 函 数 展 
开 式 (9.53) 中 的 
1) 注意 , 为 了 证 明定 理 9.,3, 实际 上 只 需要 (9: 竹 ) 式 前 一 个 关于 (3xz。A) 的 表 
达 式 就 够 ] 
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极 限 环 论 
Coa(T) ==0U_ 


关于 二 次 系统 存在 中 心 点 的 充 要 条 件 ， 除 了 本 节 定 理 9: 寺 和 


9.2 给 出 的 以 外 ， 我 们 以 后 还 要 给 出 其 他 便于 应 用 的 形式 . 同 
样 的 问题 对 于 不 含 二 次 项 的 三 次 多 项 式 系 统 也 早已 被 H. A. 
CaxapHaK0B"” 所 解决 ， 


本 
， 


域 定理 ). : 
8。 详细 证 明 (9: 39) 对 于 某 些 凡 <0 在 (V —k, +1) 外 国 各 存在 极限 


未 . 


习 ”是 


: 证 朋 (9.35) 是 (9 22 的 通 积 分 . 
- 将 \9.36) 石 边 [ J 除 到 匹 边 去 , 然后 在 原点 附近 展开 ， 证 明 原 点 是 中 


。 洋 证 5 5(d， A): 一 吕 2 《35 一 A6) (Mast oN: 一 5 0). 


- 证 明 二 次 曲线 2 Ay?+2By+0 确 是 方程 (9 .14) 的 积分 曲线 
: Wii 11), 证 明 (9.10) 有 积分 因子 


La +b )b'%2— (L145 y)* +c' +(I+by)], 


er 


.证明 (9.14) 有 积分 因子 (1+ay)* 


“详细 证 明 (928) 在 每 一 厅 (+ Va jane 极限 环 (用 环 


9. 证 明 方 程 
dx Qy _ _ 9 9 2 
误 =Yy, A ZX( 工 一 一 22) (4— x) try(a T°) 


V0, 0) 为 中 心 点 ， 而 对 某 些 &. 值 在 (42, 0) 外 图 各 存在 极限 环 fe2 


$10. 一 些 没 有 极限 环 的 二 次 系统 
的 全 局 结构 分 析 


给 了 一 个 平面 多 项 式 系统 ， 如 果 知 道 了 它 在 有 限 平面 和 赤道 
上 的 奇 点 个 数 和 每 个 奇 点 的 拓扑 性 质 ， 闭 轨 线 的 有 无 ， 个 数 和 相 
对 位 置 , 以 及 过 奇 点 的 分 界线 的 去 向 , 则 这 个 系统 的 全 局 结构 就 可 
以 确定 了 .五 十 年 代 以 后 人 们 对 一 些 没有 极限 环 的 二 次 系统 作 了 
全 局 分 析 ， 并 画 出 了 它们 的 全 局 相 图 . 本 节 就 来 介绍 这 方面 的 一 
些 工作 . 在 $13 中 读者 将 会 看 到 ， 没 有 极限 环 的 系统 若 添加 了 一 
项 而 产生 极限 环 ， 则 极限 环 的 个 数 和 和 相对 位 置 是 和 原来 的 无 环 系 
统 的 全 局 结构 很 有 关系 的 . 

I. 齐 二 次 系统 的 全 局 拓扑 分 类 

系统 


{0% 
py = W111 rb 水 4/ 十 Caoz4/ 


| 全- A + bmyt by 9D) 
称 为 齐 二 次 系统 ， 显 然 ， 没有 极限 环 . 当 (10.1) 的 右 端 无 公 因 
式 时 ，(0, 0) 是 它 的 唯一 奇 点 ， [16 入 研究 了 (10-1) 在 (0, 0) 附 近 
的 结构 , 指出 共有 16 种 可 能 情况 ,并 给 出 区 分 它们 的 方法 ，[165] 
研究 了 (10.1) 的 全 局 拓扑 分 类 ， 并 且 根 据 它 有 无 充满 奇 点 的 直线 
以 及 有 几 条 直线 解 而 得 到 (10.1) 在 线性 变换 下 的 标准 型 ， 此 文 用 
了 非 结合 代 数 的 方法 ,值得 注意 ， 最 近 [166] 研 究 了 (10.1) 右 端 有 
公 因 式 和 无 公 因 式 时 的 全 局 拓扑 分 类 和 几何 分 类 ， 并 指出 区 分 它 
们 的 系数 准则 ， 在 这 里 我 们 只 介绍 当 (10:1) 的 右 端 无 公 因 式 时 的 
所 有 可 能 的 全 局 拓扑 结构 ， 有 公 因 式 的 情况 更 为 简单 ,作为 习题 ， 
请 读者 自己 完成 . 
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先 作 一 点 准备 工作 , 这 在 一 般 的 定性 理论 书 中 都 有 . (10:1) 的 
例外 方向 9 一 bo 由 方程 
十 (bi19— G11) sin 2 co0830 + bi cos* 0=0 (10 : 2) 
克 定 ， 容易 知 道 方程 (10.2) 在 [0, 2w) 中 至 少 有 一 对 实 根 和 = 如 
和 9=t% 十 w， 不 妨 设 加 =0, 于 是 b41=0, 代替 (10:1) 我 们 只 须 讨 
teeyt ay 
/ / / (10.3) 
劝 ~ 013 TY + boa yf 2 | 
此 时 必 有 wuz 关 0, 否则 (10. 3) 的 右 庙 将 有 公 因 式 了 。 
现在 方程 (10.2) 成 为 
G0) aia OL eens 4 (haa) Oued 
十 (bi 一 aii)cos 0 | 一 0. (10.4) 
上 式 [ :内 的 判别 式 为 “ 
= (bes 一 gt) + 4 422 (bi12 — @11). (10.5) 
引入 极 坐标 Zoo8 思 9 一 Tan (10.3) 化 成 


“而 FON’ 


其 中 / :| ‘ 
: HH (的 一 ai c0g30 十 cais cD82Casin 0 
站 十 (bia 十 qaa)oo8gginfb 二 basin 0 0. 人) 
积分 (10-.6) ,得 
7 rel on™ (ri¥0, G(01) #0). (10.8) 

为 研究 无 穷 远 奇 点 ， 将 〈10.3) 化 为 齐 次 坐标 ， 再 令 2 一 1 
dt | 
dr 
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0 
dr Z(t YT may ), 


jy (10.9) 
gr™ Gy + (033— 812) + (0b12— Qi1) Y. 
无 穷 远 奇 点 (1 Wo， 0) 的 人 是 方程 
一 0as1 十 (po 一 Cia) 人 十 (13 一 Cd 一 0 (10.10) 
的 根 ， 它 的 判别 式 与 (10.5) 相 同 。 在 无 穷 远 奇 点 汗 ，%，0) 处 的 特 
征 方程 的 两 根 和 a 写 ha 之 积 为 
和 is 一 一 (Cd 十 ai3 人 十 Coal 一 8casof 
十 32(bos 一 ie) 十 Di 一 Gd 二 . (10.11) 
现在 开始 对 (10.3) 进 行 讨论 . z 
i. 只 有 一 对 例外 万 问 ， 这 里 又 可 分 为 两 种 情况 . 
GD 9-0 与 6=x 是 唯 -的 一 对 单 重 例外 方向 , 即 设 
4 一 0, 从 而 ga (012 一 40) 过 0. (10.12) 
现在 y=0 是 唯一 的 一 条 积分 直线 . 为 了 研究 例外 方向 0=0 
的 扇形 邻 域内 积分 曲线 的 性 态 ， 设 (10:8) 中 的 太 ab) 位 于 4 一 
0 的 届 形 邻 城 巾 ， 并 将 GC 办 各 W0) 分 别 展 成 4 的 哈 级 数 ,得 


H Hy) __ 他 了 
5 二 


由 (10.8) 可 知 ,车 ua(bs 一 aa) 之 0 则 当 9->0 时 7->0， 此 时 射线 
0=0 是 所 谓 结 点 型 射线 ， 如 图 40:1。 车 @11(012 一 86120) 二 0， 则 当 
b>0 时 7r300，0=0 为 孤立 型 射线 , 如 图 10.2. 

另 一 方面 , 由 (10:10) 知 道 ;这 时 无 穷 远 有 了 唯一 的 奇 态 (1,0,0). 
再 由 (10:11) 知 ， 若 mi(ois 一 at) >>0， 出 《1 0 0) 为 鞍 氮 ; 者 
Qu《bs2 一 Qz) <0， 则 导 ，0 90) 为 结扎 ， 对 于 一， 结 论 是 同样 
的 . 
以 上 的 讨论 虽然 只 是 局 部 的 , 但 注意 到 (10.8) 是 齐 次 系统 , 没 
有 极限 环 , 且 只 有 上 述 这 些 奇 反 ,又 V=0 是 唯一 的 一 条 积分 有 后， 
因此 我 们 得 到 


O Omg A 
0O z 
图 ”10.1 图 10.3 


定理 10.1 对 于 系统 (10.3), 设 两 方程 的 右 端 无 公 因 式 , 又 设 
4<-0， 则 当 wzkbois 一 at) >0 时 其 全 局 相 图 如 图 10.5 (4); 当 
wu 《01 一 0Q11) <0 时 , 全 局 相 图 如 图 10.5(5)、， 


(i) 9=0 与 9=w 是 一 对 三 重 例外 方向 , 即 设 
baa — Gi0 = b13— 一 041 一 0. (10 .13) 
从 而 必 有 aas 关 0， 否 则 (10.3) 两 方程 右 端 有 公 因 式 了 .现在 y=0 
仍 是 唯一 一 的 一 条 积分 直线 ,而 


HQ) _ 11 [1+… J. 


GO) go 0 z 
由 (108) 可 知 , 若 aliasa>0, 则 当 86->0 时 和 co， 射线 0 =0 为 孤 
立 型 射线 , 如 图 10.23 若 oz aas<0, 则 当 0O->0 时 和 >0, 射线 0=0 
为 结 扩 型 射线 , 如 图 10.1. 
在 上 述 假定 下 , 方程 (10.9) 成 为 


-一 一 2 十 0d39 十 0oay )， 2- — 2, 


唯一 的 无 穷 远 奇 态 (L, 0，0) 是 高 阶 奇 点 .由 高 阶 奇 点 的 理论 可 知 ， 
若 iigss>0, 则 《〈1 0, 0) 是 结 点 ; 若 wii 422 过 0, 则 (1 0，0) 是 鞍 
对 于 4 一 ,结论 也 是 一 样 的 .于 是 有 

定理 10.2 对 于 右 端 无 公 因 式 的 系统 (10'3) ， 设 9522 一 012 一 
013 一 0 一 0. 则 当 allas>9 时 其 全 局 相 图 如 图 10， “5(0); C110 33 
<0 时 如 图 10.5(0). 
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2， 只 有 两 对 例外 方向 ， 则 其 中 必 有 一 对 是 二 重 的 。 不 妨 设 
9 一 0 与 9 是 二 重 例 外 方向 , 9 一 各 与 9 一 -站 是 单 重 例外 方向 ; 
即 不 妨 设 
0 一 0，p13 一 0 一 0, 从 而 bas Ada, (10.14) 
于 是 有 两 条 积分 直线 a 一 0 和 v0， 下 面 分 别 来 考察 例外 方向 


9=0(9— 站 和 9- 于 (2- 等) 的 认 人 夫 积 分 遇 人 


先 看 例外 方 回 2 一 0, 这 时 有 


H HWY) ) W114 
G0 (0) (8 22 一 Q42 ) 0™ 


由 (40.8) 可 知 , 若 oaii(oas 一 aia) >0 则 当 0>0- 时 和 >0 当 信 307 
时 1+>co， 这 时 00 是 所 谓 第 二 类 变异 射线 ， 如 图 10.3， 若 
oa 一 02)<0 则 当 630+ 时 7->o0; 807 时 ">0. 这 时 和 =0 
是 所 谓 第 一 类 变异 射线 , 如 图 10.4. 


[十 …]， 


2 L A 
| pA | ; 
0 四 和 | 
图 10.3 ”图 10.4 
在 上 述 假定 之 下 方程 二 0.9) 成 为 
dz 


7 —%(@11+ G19 Y), 包 - (boa 一 aaa)412， 

由 高 阶 奇 点 的 理论 可 知 (1, 0，9) 是 半 鞍 结 点 ， 当 ai(paa 一 ct) >0 
时 人,，0，0) 的 正 y 轴 举 边 为 双 则 区 域 ， 当 ca (?s 一 ais) <0 时 
C1, 0, 0) 的 正 y 轴 半边 为 抛物 区 域 .对 于 0 一 与 奇 点 (一 1,0,0) 
也 有 类 似 的 结论 ， 


至 于 例外 方向 90 一季 (9 一 -之 ), 讨论 起 来 和 二 类似, 只 要 
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把 系数 4 和 5 互 换 ， 下 标 1 和 2 互 换 即 可 , 但 算 作 co= ua， bis 一 
bm， 故 得 结论 ， 车 bsa(ab 一 bo) >0, 则 射线 9 各 (0 一 -之 ) 为 结 
点 型 射线 , 无 穷 远 奇 点 (0, 1,，0) 是 鞍点 ， 若 bma(ca 一 poa) <0， 则 
射线 9 一 导 (9 二 之) 为 孤立 型 射线 ,无穷 远 奇 点 (0, 二 0) 是 结 点 . 
把 ua(bm 一 aa) 之 0 两 种 情况 和 bro《0ss 一 bas) 之 0 两 种 情况 组 
合 ， 可 得 四 种 情况 ， 经 过 分 析 可 知 ， 若 不 计较 2 轴 的 正 负 向 的 不 
同 ， 则 BaoC@zs 一 62) >0 时 的 两 种 全 局 相 图 实际 上 是 一 样 的 ， 
bs2(a1s 一 bog) <0 时 的 两 种 全 局 相 图 也 一 样 , 于 是 有 ， 
定理 10.3 对 于 右 端 无 公 因 式 的 系统 40.3)， 设 能 化 为 


022 = 0, 012 = G11, 内 则 当 bas(cis 一 pss) >>0 时 全 局 相 图 如 图 -0， 500); 
当 ba2 (a1 — bas) <0 时 全 局 相 图 如 图 10.5(0)., 


3， 有 三 对 单 重 例外 方向 ， 不 妨 设 这 三 对 例外 方向 分 别 为 
9-0(0- 内 ，b0- 节 (9= 王 ) 和 0=-bo(9 一 bo 十 四 )， 0<to< 包 ,这 
就 是 说 , 不 妨 设 

G22—0, bi13—011¥0¥F bs m0, tp Oo0= 2 >0. (10.15) 

现在 有 三 条 积分 直线 5 一 0 y=-0 和 yw 霹 900， 由 1 0 
知道 , 当 aix(oia 一 041) >>0 时 0=00 一 x) 为 结 点 型 射线 无 穷 远 奇 
点 (1 0，0) 为 鞍点 ; 当 gu(b1 一 an) <0 时 8=0(0==m) 为 狐 立 型 
喘 线 ， (1, 0, 0) 为 络 反 ， 又 由 2 知道 ， 当 b2a (G13—b29)>0 时 t= 
可 (6=- 当 ) 为 结 点 型 射线 ， 无 穷 远 奇 点 (0, 1, 0) 为 鞍点 ， 当 
bon( W129 bs») <0 时 0~ 所 (为 孤立 型 射线 (0, 1, 0) 为 结 太 . 

”至于 射线 9 一 6, 将 G(0) 和 五 (的 展 成 9 一 9 的 备 级 数 ,得 - 


HO _ HWWo) 
G0) OF—0o) 


[L+…]) 
其 中 
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Oj= 图/ (00) = — Sin to cos” Wolf (W193 一 2033) - 十 (bi12 一 Qi) |] ， 天 0 
0d3 一 ba2 
H (00) =coss go[ai 十 alstg Oot ba tg’ 加 二 00 te” to 


3 
一 一 Ci (ca b22— @12012) [ (cas — baa) 
3 一 133 


十 (pois 一 04)] 关 0， 
从 而 Ci 旦 (00) 与 aii pos 一 apbis 同 号 .由 (0.8) 可 知 , 若 aa bs — 
b12412>>0， 则 射线 0 一 0o 为 缚 点 型 射线 ， 此 时 计算 在 天 办 远 育 把 
(1, 褒 Vo, 0) 的 两 特征 根 之 积 , 得 到 


A1 人 a = - (2 和 (@12012 — G11032) <0, 
012 
放 知 (1， 始 0, 0) 是 通 点 ; 办 az os 一 Daci<0， 风 = 加 为 扳 立 
型 射线 , 此 时 jaXa>0， (二 霹 bo, 0) 为 结 点 。 于 是 有 
定理 如 .4 对 于 右 端 无 公 因 式 的 系统 (10,3), 设 已 化 成 vaa 一 
0, (bi 一 4011) (012 一 022) >0, 则 当 4 三 411 (6019 一 8410)，B 三 02g (12 一 
0s) 和 CQO 尘 G4102s 一 G12012 二 式 全 为 负 时 ， 全 局 相 图 如 图 10.5(e); 
当 4, B, 0 三 式 中 有 二 负 一 正 时 , 全 局 相 图 如 图 10.5(f), 当 4， 
B, C 三 式 中 有 一 负 二 正 时 , 全 局 相 图 如 图 10:5(g)， 
注意 : 4,， 8, C 不 可 能 同时 为 正 , 这 是 因为 : 4>>0, 8>>0 时 
由 始 如 >80 敌 xd 寺 20s 同 号 此 时 若 a>0， 则 bis>>an>>90, 
0i3 盖 0>>0， 从 而 有 C<0; 自 ol<0, 则 也 有 马 <0， 
综合 以 上 诸 定 理 , 可 得 i 
定理 10.5 右 端 无 公 因 式 的 齐 二 次 系统 的 全 局 相 图 共有 七 


图 10.5Ca) 图 105G) 图 10.5(o) 


223 极 限 环 人 论 


图 10.5(g) 图 10.5(e@) 


图 10.5CP) ”图 10.5(9) 


种 不 同 的 拓扑 结构 ， 分 别 见 图 10.5(4) 一 (9)， 
上述 每 一 图 中 的 箭头 只 是 表示 两 种 可 能 情况 中 的 一 种 ， 在 忆 
一 种 情形 , 箭头 都 应 侄 过来， 


ll. 只有 显 形 结 点 的 二 次 系统 的 全 局 结构 
_ 167 研究 了 具有 是 形 结 点 的 二 次 系统 , 通过 分 析 他 证 明 这 种 
系统 没有 极限 环 , 且 一 共 只 有 十 七 种 不 同 拓 扑 结构 的 全 局 相 图 . 他 
作出 了 相 图 ， 并 给 出 区 分 这 些 相 图 的 方法 . 下 而 介绍 他 的 工作 ， 
但 证 明 有 简化 ， 首 先 指 出 (由 Jordan 法 式 的 理论 ) 下 述 两 个 引 理 
显然 是 成 立 的 : | 
引 理 10.1 系统 


过 = = bo + boy+ day’, WY ytaort avyt ay(10°16) 


经 任何 非 奇异 的 实 的 线性 变换 以 后 , 它 的 形式 不 变 . 

引 理 10.2 ”对 于 二 次 系统 ,原点 是 它 的 星 形 结 点 的 充 要 条 件 
是 该 系统 具有 (10.16) 的 形式 . 

下 面 按 有 限 远 奇 点 的 个 数 不 同 分 别 进 行 讨论 ， 
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1. 四 个 有 限 远 奇 点 的 情况 ， 

设 ( 一 般 的 ) 二 次 系统 有 四 个 有 限 远 奇 点 ， 下 述 引 理 说 明 以 这 
四 个 奇 点 为 顶点 的 四 边 形 是 凸 还 是 凹 ， 与 奇 点 的 性 质 有 密切 的 关 
系 [169] ,以 下 的 简单 证 明 取 自 [168] 

_ 引 理 如 .3 设 二 次 系统 有 了 个 奇 点 ， 如 果 以 这 些 点 为 顶点 的 
四 边 形 是 凸 的 , 则 两 个 相对 的 奇 点 是 鞍点 , 另外 两 个 相对 的 奇 点 是 
非 鞍 点 ( 即 结 点 , 焦点 或 中 心 ); 如 果 四 边 形 是 町 的 ;, 则 三 个 外 部 奇 
点 是 鞍点 ( 非 贰 点 ), 而 一 个 内 部 奇 点 是 非 鞍 点 (鞍点). 

【证 】 作 线 性 变换 后 可 认为 这 些 奇 点 位 于 原点 0(0, 0)， 
41(1, 0), 4s(a, B) 与 43(0, 1), 其 中 a>>0, 8>0, at+B#1， 于 
是 知 二 次 系统 


条 一 WT Wo YH 11 V3 + 12 oY + 29 9 ， 


级 -~ 010 十 034 十 01122 十 Di3201 十 533013 (10 17) 


中 的 系数 应 满足 下 述 关 系 . 
0 十 011 一 0，0 十 0 一 0，0a 十 aaa 一 0， 03 十 523 一 0， 
qta 十 Ca 有 BT 二 aio2 十 axwBasasB2 一 0 
bia+ba B+buo 二 pxBTpa62 一 0 
:是 (10.17) 可 以 政 写 为 


9 一 Die(2 一 了 十 2ag (Y—1) 十 Da 2y, 


Wgolw-l) tgy yD) +gm, (10.18) 
其 中 
于 一 二 一 工 一 二 
Ps= 1 pa, fa3 一 一 4d1 一 二 Ga, 
: / (10.19) 


由 于 此 系统 正好 有 四 个 奇 点 , 故 每 一 奇 点 都 是 初等 奇 点 ， 计算 
0 所 的 线性 部 分 的 特征 方程 的 常数 项 , 应 得 
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Do=P1q93— Pa #0. 

容易 证 明 , 对 另外 三 个 奇 点 41, 4s，hs, 类 似 地 有 

太一 Du D(at+B-l)D, Ds= -2 D, 


. 琳 点 A 是 吉 点 还 是 非 粮 点 由 <0 还 是 >0 决 定 . 如 果 w+ 
p>1, 则 四 边 形 是 凸 的 , Po 与 Ds 同 号 , Di 与 Ds 同 号 , 但 与 Do 蜡 
号 .如 果 a+B<1, 则 四 边 形 是 四 的 ,0,41，4s 是 三 个 外 部 奇 点 ， 

它们 的 Do， Di, Ds 同 号 ,但 与 DD 反 号 . 证 毕 . 四 
注意， 这 个 证 明 虽 很 简洁 ， 但 看 不 出 为 什么 四 个 奇 点 的 动力 
体系 性 质 与 它们 所 构成 的 四 边 形 的 儿 何 性 质 之 间 有 如 此 巧妙 的 联 
系 ， 要 了 解 这 一 点 , 请 看 $ 11 的 引 理 11.3 和 其 后 的 注意 . 

下 面 回 到 具有 星 形 结 点 的 二 次 系统 . 如 前 不 妨 设 它 的 四 个 奇 
点 是 0(0, 0)，A41(1, 0)，4a(o B)，As(0, 1), 其 中 0 为 星 形 结 
点 , a 天 0, 天 0,a 十 6 天 1， 由 引 理 10.2 知 , 此 时 方程 (10.18) 中 的 

2a 一 44 一 0， Ji 一 9 一 一 
于 是 该 系统 可 写 为 


dm _ a-1l\) dy_, /1,B-1,. 
a (1- TT 3 y), dt (1+ a y). 


再 记 3b， 全 一 0, 于 是 上 式 可 写成 
人 


;| 


=z(1 z+ by), Wy tos), (1020) 


其 中 @ 关 一 i 1, ab 关 1，(10.20) 的 四 个 奇 点 为 ，0 ( 星 形 结 
点 ), Ai(1， 0)，4s( 语 二 ， 一 8)，4s (0，1) 和 三 条 积分 直 
线 ， 加 
OAi: y=0; 04 (1+Dy—(i+o)rv=0 O04:. w=0. 
由 此 可 见 每 一 奇 点 都 有 积分 直线 通过 , 从 而 知道 (10.20) 没有 极限 
环 , 并 且 知 道 4i，4a，4s 是 鞍点 或 结 点 ， 决定 于 它们 由 
1) 这 一 点 也 可 由 $1 习题 9 知之. 
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Di= 一 (gt+1), D,= +OG+D, DD, = 一 (b+1) 


是 一 0 还 是 >0.， 
其 次 , 将 (10,20) 化 为 齐 次 坐标 易 证 它 有 三 个 无 穷 远 奇 点 
Bi 0, 90， 了 (全 了 0) Bal0, 1, 0 


1+6 
与 前 述 的 D; 对 应 的 量 现在 是 


_ | 和 过 士 轨 过 一 42) J 1+ 
1 二 + 二， J » 要 vs 1 + b. 


由 于 D,= 一 Jo 故 知 若 4 是 结 点 (鞍点 )， 则 及 是 鞍点 ( 结 点 )， 
经 过 三 奇 点 0, 41，43 的 三 条 辕 定 直线 4=0,y=0 和 和 2+y= 
1 把 (%, 办 平面 划分 成 七 个 区 域 , 由 引 理 10.3 知道 ， 根 据 4; 在 哪 
一 个 区 域 中 , 就 可 以 确定 4 (从 而 BD), i 一 1, 2, 3, 是 结 点 还 是 考 
点 .又 因 其 他 积分 曲线 不 能 在 0O，41，4s，4。 以 外 的 地 方 穿 过 三 
直线 041, 04s, 04s， 故 全 局 拓扑 相 图 可 以 完全 确定 ， 且 容易 作 
出 .而 点 4s 在 (w, 四 平面 上 的 位 置 则 可 由 参数 a, 5 的 值 决 定 .在 
(a, 5) 参数 平面 上 ， 三 条 分 此 曲线 
wb 一 1,， 4 一 一 1,6= 一 1 将 参数 平面 
则 分 为 七 个 区 域 (图 10.6), 每 个 区 
域 中 的 点 所 对 应 的 方程 0.20) 
的 全 局 拓扑 结构 都 是 一 样 的 .但 是 
容易 看 出 当 点 (4%, 5) 通过 直线 4 一 
一 1 或 6= 一 1 时 ，(10.:20) 的 全 局 
拓扑 结构 图 并 未 发 生 改 变 ， 只 不 过 i 
是 某 一 对 有 限 远 奇 点 以 及 相应 的 一 0 
对 无 限 远 奇 点 对 调 一 下 相对 位 置 ， 但 同时 也 对 调 了 鞍点 与 结 点 的 
名 称 , 因此 不 影响 全 局 拓扑 结构 . 这样 , 实际 上 只 有 三 种 不 同 的 全 
局 拓扑 相 图 , 如 图 10.7Y (4)，(6)，(6) 它们 分 草 对 应 于 : 12 二 工 
gO0, 2) ab<1; 83) ab>1, w>0. 
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于 是 可 得 

定理 10.6 具有 星 形 结 点 的 二 次 系统 若 有 四 个 奇 点 , 则 ， 

GD 当 四 奇 点 构成 凹 四 边 形 的 顶点 ， 且 星 形 结 点 为 外 顶点 时 ， 
其 他 三 个 奇 点 是 结 点 , 结 点 ,鞍点 (图 10.7(O) 

(ii) 当 四 奇 点 构成 四 四 边 形 的 顶点 ， 而 星 形 结 点 是 内 机 点 时 
则 其 他 三 个 奇 点 都 是 鞍点 (图 10.7(e)); 

Gii) 当 四 奇 点 构成 凸 四 边 形 的 顶点 ， 则 其 他 三 个 奇 点 是 结 
点 , 鞍点 ,鞍点 (图 10.7(2)). 

车 改 用 系统 的 系数 来 表示 , 则 此 定理 可 改写 为 

定理 10.6” 对 具 星 形 结 点 的 二 次 系统 (10.20), 其 中 (a 十 1) 
“(6 十 1) (ab 一) 天 0, 则 分 别 对 应 于 定理 10.6 的 (0, (让), (着 ) 有 : 
(i)‘gb>1, a<0; GD) ab <1, Gii)’ab>1, o>0, 


2， 只 有 三 个 有 限 远 奇 点 的 情况 . 

-不妨 设 除 星 形 结 点 (原点 ) 外 ， 另 两 个 有 限 远 奇 点 为 Ai(1, 0) 
和 4s(0, 1), 仿照 导出 (10:20) 的 办 法 可 知 ， 我 们 所 讨论 的 系统 仍 
然 具 有 (10.20) 的 形式 , 不 过 其 中 的 参数 a, 3 对 应 于 1. 中 所 说 的 
分 歧 值 , 即 4= 一 1 或 5= 一 1, 或 0=1( 但 4=5== 一 1 除外 )， 即 
分 别 相 当 于 .中 的 4s= 4 或 42=4， 或 ho 一 Bs 易 知 此 时 系 
统 仍 无 极限 环 , 下 面 分 别 进行 研究 . 

(Qi) 设 4= 一 100 半 一 1), 即 As= .Ai, 从 而 Bs= Bi. 由 此 得 到 
的 两 个 高 阶 奇 点 都 是 半 鞍 结 点 。 易 知 赤 道 是 奇 点 Bi(1, 0, 0) 的 
两 双 曲 域 的 中 间 分 界线 , 其 他 表 点 类 型 保持 不 变 : 当 4= 一 1, 5 一 
一 1 时 , 对 应 的 全 局 相 图 如 图 10.7(@); 当 a= 一 1, 5>> 一 1 时， 对 
.应 的 全 局 粗 图 如 图 10.7(e)， 四 

i) 设 5= 一 4(g 关 一 14)， 与 外 类似 , 当 5= 一 1, a 二 一 i 时， 
对 应 的 全 局 相 图 如 图 10.7(0); 当 5= 一 1, a 之 一 时 ,对 应 的 全 局 
相 图 如 图 10.7(e). 
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(ii) 设 o0=1 但 4=?= 一 1 不 成 立 ， 这 相当 于 43= Bs, B， 
成 为 半 鞍 结 点 , 但 赤道 把 Bs 的 双 曲 域 与 抛物 域 分 开 ， 其 他 奇 点 保 
持原 来 的 类 型 ， 当 gb 一 1, w<0, ga 一 1 时 , 对 应 的 全 局 相 图 如 图 
10.7( 办 ; 当 吧 一 1 o>0 时 ,对 应 的 全 局 相 图 如 图 10.7 (9). 

把 上 述 结果 写成 

定理 10.7 具有 星 形 结 点 的 二 次 系统 (10.20) 如 果 只 有 三 个 
有 限 远 奇 点 , 则 另 二 有 限 远 奇 点 只 可 能 是 ， | 

() 结 点 与 半 鞍 结 点 ,这 时 a~ 一 1， 了 < 一 二 或 b= 一 1,，a< 
一 工 (图 10.7(Q)); 

(i) 鞍点 与 半 鞍 结 点 , 这 时 g= 一 1,5>> 一 二 或 5= 一 1,a> -1 
(图 10:7(e)); 

(iii) 鞍点 与 结 点 , 这 时 a5 一 1 a<0, a 一 1( 图 10.7( 几 )， 
Giv) 鞍点 与 鞍点 , 这 时 a3 一 1, a>0( 图 10,7(9)). 


3. 只 有 两 个 有 限 远 奇 点 的 情况 . 
不 ` 妨 设 除 原点 是 星 形 结 点 外 , 另 一 奇 把 为 (1, ») 从 而 系统 
(10. 16) 可 改写 为 


by YW yt orst os) (1021) 


以 下 分 三 种 情况 来 讨论 . 
G) 设 4 是 三 重 奇 点 ， 则 不 外 乎 是 于 列 两 种 情况 ， 
“(a) 直线 五 ，y=0 与 糊 线 [2，w 一 中 十 Dimy 十 boy 一 0 在 4 
相交 , 且 直 线 上 ee 0 与 [在 点 4 相 切 . 这 时 可 推 得 
=—1, 0 一 0 
于 是 (10.21) 可 写成 


一 2(1~ —w+t by) + bY, Wy wt by). (10.22) 


显然 其 中 2a 关 0， 为 考察 41 的 特性 , 作 变换 
友 一 工 一 0 十 炉 1 Y=, 
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然后 仍 记 ,了 为 sz, y, 于 是 (10.22) 化 为 
dr 9 ,9 dy _ : 
守 ~-ot- 帮 - (10.28) 


由 高 阶 奇 点 的 理论 可 知 ”， 当 ba>0 时 4; 是 结 点 ; 当 0a<0 时 43 
是 鞍点 , 且 系 统 无 极限 环 、 

再 变换 成 齐 次 坐标 ， 易 知 无 穷 远 有 唯一 的 奇 点 Bi(1i, 0, 0), 
且 当 4s>0 时 BB 是 鞍点 ; 当 bs<0 时 Bi 是 结 点 又 因 y~0 是 积 
分 直线 ， 经 过 0 与 41， 故 容易 作出 系统 (10.28) 的 全 局 相 图 ， 当 
bs>>0 时 如 图 10.7( 罗 ; 当 5 二 0 时 如 图 10.7( 台 ， 

(b) 五 与 了 在 4 点 相交 ,而 五 与 Is 在 44 相 切 ,但 这 不 可 
能 . 

Gi) 设 4 是 二 重 奇 点 , 仿 人 那样 讨论 可 知 在 人 10.21) 中 应 有 
Qi1= —1, bs=02 (02— 01), 03— bi#¥0. 这 样 (10.21) 可 化 为 


一 世代 一 十 Co))， -yo), (10. "24) 


其 中 a 一 三 一 qs 关 0， 易 知 A1(1, 0) 和 无 穷 远 奇 点 (1, 0, 0)，(0， 
1, 0) 都 是 半 鞍 结 点 , 且 不 存在 极限 环 。 全 局 相 图 如 图 10.7( 力 . 
(ii) 设 4 是 简单 奇 点 , 则 (10.31) 当 wa 关 0 时 可 化 为 


otboytoy, Wylt+ar—y), (10.2 有 


其 中 w=, 56= ~—b/ws, Cc~ ba/02, 由 41 是 简单 奇 点 ， 可 推 得 这 
些 系数 或 者 满足 0) (B+1)3+4(a+1) .<0; 或 者 满足 8)a*c 十 a5 一 
1 =2ac+b+1=0, cA0. . 

若 4 一 0, 则 (10: .21) 化 为 


各 一 5 一 oO bwy 十 64 史 - 一 4 十 CO) ， (10.26) 


其 中 a=m, 2 一 Do 一 2a. 由 41 是 放 间 可 推 得 这 此 系 教 下 
满足 @) 六 十 4(a 二 1)e<0; 或 者 满足 8)8=c 一 0, a 和 一 1; 或 者 满足 


1 例如 见 [170], 379 页 ,定理 的， 
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y)a=0, 6+4c>0. 
研究 (10.25) 的 情况 a)， 易 见 此 时 必 有 6% 二 一 1, 点 A1(1, 0) 
是 结 点 , 唯一 的 无 穷 远 奇 点 以 ,0, 0) 是 鞍点 ， 系统 无 极限 环 , 全 局 
相 图 见 10.7(h). | : 
对 于 (10.25) 的 情况 8), 此 时 必 有 大 0， 系统 可 改写 成 


学- t+ oy Sy, WY y(t+aw— ). Go “27) 


易 知 此 系统 有 三 条 积分 直线 9 一 0, y 一 az 和 ya(w 一 们 ， 因 为 所 
有 的 奇 点 都 有 积分 直线 经 过 , 故 无 极限 环 ， 当 a< -1(> 一 少时 ， 
奇 点 41 为 结 点 (鞍点 ), 无 穷 远 奇 点 (1，0, 0) 为 鞍点 ( 结 点 ), 另 一 
无 穷 远 奇 点 (tw 0) 常 为 半 鞍 结 点 ， 全 局 相 图 如 图 10 “7 (A) (图 
10.7(0)). : 

对 于 方程 (10.26) 可 类 似 地 进行 研究 , 结果 如 下 ; 

在 情况 由) , 当 gc< -I(> 一 也 时 全 局 相 图 如 图 10.7 (%) (10.7 
2). 

在 情况 8)， 有 三 条 积分 直线 ， 其 中 两 条 经 过 原点 一 条 不 经 过 
原点 , 当 a 达 一 1(> 一 了 时 , 得 到 图 10.7(6) (10.7Q)). 

在 情况 7) ,也 有 三 条 积分 直线 , 奇 点 41(l, 0) 是 鞍点 , 系统 无 
极限 环 . 当 总 十 40 一 0 时 三 条 积分 直线 中 的 两 条 通过 原点 . 两 个 无 
穷 远 奇 点 分 别 是 ( 星 形 ) 结 点 和 半 鞍 结 点 ， 全 局 相 图 见 10.7(D) . 当 
02 十 46>0 时 三 条 积分 直线 都 过 原点 , 三 个 无 穷 远 奇 点 中 一 个 是 结 
点 , 两 个 是 半 鞍 结 点 , 全 局 相 图 如 图 10.7 (oo) ， 综 上 记述, 可 得 

定理 10.8 ” 若 具 有 星 形 结 点 的 二 次 系统 只 有 两 个 有 限 远 奇 
点 . 那 未 如 果 只 有 一 条 积分 直线 通过 原点 , 则 另 一 奇 点 或 为 结 点 或 
为 鞍点 , 系统 的 全 局 结构 如 图 10.7(h) 和 10.7(i)。 如果 只 有 两 条 
积分 直线 通过 原点 , 则 另 一 奇 点 为 半 鞍 结 点 , 结 点 或 蒂 点 , 系统 的 
全 局 结构 如 图 10.7(7), (8), (DD)、 如 果 有 三 条 积分 直线 通过 原点 ， 
则 另 一 奇 点 必 为 鞍点 , 全 局 结构 如 图 10.7(m)， 所 有 情况 都 无 极 
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4. 只 有 一 个 有 限 远 奇 点 的 情况 | 
此 时 系统 显然 无 极限 环 . 经 过 适当 的 坐标 旋转 可 使 do. 16) 
中 的 oa 一 0、 由 于 奇 点 的 唯一 性 知 必 aa 一 9G， 于 是 有 


otbowthD), ytar toy. (L028) 


根据 同一 理由 可 知 (10.28) 中 的 系数 还 应 满足 下 述 条 件 之 一 ， 中 
(@1—bo) -+408 <0, B) 机 一 0 四 一 了 天 0，ao 关 0 7) bi~=bo= 
0, gao#0; 5) b1=b0= 0—0. 

当 oj) 成 立时 , 无 穷 远 有 唯一 -的 奇 点 (0 1, 0), 为 半 炉 结 点 赤 
道 把 抛物 域 和 双 曲 域 分 开 . 只 有 一 条 积分 直线 zs 一 0, 全 局 相 图 如 
图 10.7 (7%). 


当 B) 成 立时 , (10.28) 除 y 轴 外 还 有 积分 直线 2 一 二 ， 易 知 
无 穷 远 奇 点 (0, 1，0) 是 半 较 结 点 ,两 个 双 曲 域 都 在 赤道 的 同一 边 
但 这 一 边 还 有 一 部 分 属于 抛物 域 , 全 局 相 图 如 图 10.7(o)， 


当 力 成 立时 ,车 m#*0， 则 有 两 个 无 穷 远 奇 点 ， 其 一 为 
(4, 一 -名 ,0), 为 半 远 结 点 , 赤道 把 抛物 域 和 双 曲 域 分 开 ， 另 一 为 


(0, 1, 0), 也 是 半 鞍 结 点 ， 有 两 条 积分 直线 ， 且 都 过 原点 。 全 局 相 

图 如 图 10.7(p)， 若 m4~0， 则 有 唯一 的 无 穷 远 奇 点 (0, 1，0)， 为 

半 鞍 结 点 , 洪 道 把 抛物 域 和 双 曲 域 分 开 ， 只 有 一 条 积分 直线 , 过 原 

点 , 全 局 相 图 如 图 10.7(). 
当量 成 立时 ， (10.38) 成 为 


dz dy 
OO 二 多, Yew). 


当 ui 关 0 时 ， 有 两 个 无 穷 远 奇 点 (0，0) 和 (0， 1 0) 者 是 半 贰 
结 点 ， 全 局 相 图 中 图 10.7(O， 当 w=0 时 则 冰 图 10.7(o， 
(10.28) 退化 成 为 线性 系统 . 
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综 上 所 述 , 我 们 得 到 

定理 10.9 具有 星 形 结 点 的 二 次 系统 如 果 只 有 唯一 的 有 限 
远 奇 点 , 则 有 且 只 有 四 种 情况 ，G) 只 有 一 条 积分 直线 , 且 过 原点 ; 
(i) 只 有 两 条 积分 直线 , 其 中 之 一 过 原点 ; (iii) 只 有 两 条 积分 直线 ， 
都 过 原点 ; (iv) 所 有 的 积分 曲线 都 是 过 原点 的 直线 。 系统 无 极限 
环 ， 相 图 见 图 10*7(m) 一 (q). 

总 结 以 上 的 定理 10.6--10.9, 我 们 有 : 

定理 10.10 右 方 无 公 因 式 的 具 星 形 结 点 的 二 次 系统 的 有 限 
远 奇 点 只 有 鞍点 , 结 点 和 半 贰 结 点 系统 没有 极限 环 。 全 局 相 图 
有 且 只 有 17 种 不 同 的 拓扑 结构 , 如 图 10.7(@) 一 (gq)， 


(9) (R) : / 0 


， 在 图 10.7 的 诸 图 中 ，s 表 装 局 ， 多 家 结 点， n 表 星 形 第 
把 ， 汪洋 半生 db 表 二 重 奇 点 . 


III. 没有 极限 环 的 结构 稳定 二 次 系统 的 拓扑 分 类 

今 以 立 表示 次 数 不 超 过 ”的 多 项 式微 分 系统 所 成 的 Banaoh 
空间 ， 以 马 表示 下 中 结构 稳定 系统 所 成 的 集合 ,… 且 ,表示 互 中 
满足 $8 的 条 件 (VT) 的 一 切 系统 所 成 的 集合 ， 已 知 ; 

(1) 科 , 在 开 中 是 开 且 稠密 的 ; 

(2) 系统 KE 和 ,的 充分 必要 条 件 是 a€ 马 . 

本 节 的 最 后 这 一 部 分 要 研究 没有 极限 环 的 如 的 拓扑 分 类 间 
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题 . 这 个 问题 最 早 由 [171] 提 出 并 作 了 讨论 ， 最 后 他 得 到 25 种 不 
同 的 拓扑 结构 .最 近 [73] 指出 , [L711 的 分 类 是 不 完全 的 , 他 补充 
了 和 作 个 例子 , 因此 加 在 一 起 至 少 应 有 38 种 不 同 的 拓扑 结构 ; 他 还 
研究 了 过 鞍点 的 分 界线 的 去 向 ， 从 而 肯定 在 某 些 情况 不 可 能 再 有 
别 的 不 同 的 拓扑 结构 了 . 与 [172] 独 立 ，[173] 从 加 辑 可 能 性 的 角 
度 得 出 结论 说 ， 没 有 极限 环 的 结构 稳定 系统 Bs 最 多 只 能 有 .65 种 
不 同 的 拓扑 结构 ， 然 而 他 没有 证 明 这 65 种 是 否 都 能 在 二 次 系统 
中 实现 事实 上 , 以 后 读者 可 以 看 到 , [1731 的 665 种 中 有 几 种 是 肯 
定 不 能 在 二 次 系统 中 得 到 实现 的 , 因此 , 结构 稳定 的 无 环 二 次 系统 
完 竟 能 有 多 少 种 不 同 的 拓扑 结构 ， 这 个 问题 至 今 仍 未 解决 。 现在 
我 们 就 来 简略 地 介绍 以 上 这 些 工作 . 
为 了 要 研究 这 种 系统 的 拓扑 分 类 , 首先 要 研究 它 在 Poincaré 
闭 半 球面 2 内 部 (相当 于 欧 氏 平面 ) 和 赤道 如 上 的 奇 点 的 所 有 可 
能 组 合 。 以 后 我 们 将 采用 以 下 的 符号 . 
8:，Q 内 部 的 鞍点 ， 
p: 2 内 部 的 非 鞍 点 (指标 1 的 初等 奇 点 ); 
D. 用 上 的 鞍点 ; 
F， 上 的 源 点 ; 
P. E 二 的 尘 反 ， 
0, b, 7 0， 6: 5 的 元 素 . 
/ 定理 10.11 若 wE3， 则 “在 1 上 的 奇 点 组 合 必 为 下 述 12 
种 情况 之 一 
4 类 (1) 也， (2) ps F, (3) pi pas1sa 
0 类 (1) D1 Pa Dh:; : (2) Pi Pz Ds sD; 
6 类 (1) 8182a Pa (2) ps1sass Fi Phs; 
ad 类 , (1) SPF; ~ (2) psSPF, (3) pipasissS PF,. 
e 类 ,; (1) pipaS1SaF; (2) pipapas S12 Fk. 
【证 】 分 为 四 步 ，G) 由 于 X,=3 当 %=2， 故 知 w 在 8 内 
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部 和 五 上 只 有 初等 奇 点 . (让 在 召 上 的 奇 点 的 坐标 是 三 次 方程 
的 根 ， 从 而 知 在 吾 上 只 有 一 个 或 三 个 奇 点 。 《ii 由 于 汪 , 在 芯 
中 开 且 稠密 ， 故 零 等 倾 线 和 无 穷 等 倾 线 可 以 认为 是 非 退 化 的 椭圆 
或 双 有 曲线 , 于 是 知道 它们 之 间 不 可 能 有 一 个 或 三 个 交 氮 , 即 有 限 远 
奇 点 的 个 数 为 0 2 或 4 (iv) 由 于 在 2 上 奇 点 指标 之 和 等 于 
1, 再 用 引 理 10.3 即 可 证 明 本 定理 的 结论 , 详情 从 略 , 作为 习题 . 

下 面 为 叙述 方便 起 见 , 采用 记号 s(py, ps, ps, 了) 表示 内 部 
的 鞍点 , 心 ' 的 四 条 分 界线 (于 ， 夺 1，23) 分 别 与 奇 点 Pp1 :Ppa, Pe， 
P 相连 接 , 其 中 分 界线 由 前 两 点 Pi, Pps 出 发 而 进入 %， 又 为 二 分 守 
线 由 s 出 发 而 进入 ps 与 P (图 10.8), 用 记号 A(8,p) 表 示 名 上 
的 鞍点 用 不 沿 赤道 的 分 界线 个 ， 全 分 别 与 奇 扩 了 ，Pp 相连 接 ,( 图 


”4140.9), 余 念 此. 


图 10.9 


由 于 所 讨论 的 系统 没有 极限 环 ， 且 鞍点 之 间 又 不 能 用 分 界线 
相连 接 ， 因 此 ， 由 鞍点 的 分 界线 与 哪些 指标 为 十 1 的 奇 点 相连 接 ， 
就 可 以 确定 对 应 的 相 图 的 拓扑 结构 了 。 现 在 按 定理 10. 坟 的 5 类 
12 型 分 别 来 讨论 . 

1.g 类 (人间 古 型 . 

易 知 这 情况 只 有 一 种 拓扑 结构 , 如 图 10.10, 实现 的 例子 如 ， 


a 党 =- -2%y, 9 一 oz 上 二 8 Ce>0), 


2. a 类 (2) psF 型 
多 知 这 种 情况 也 只 有 一 种 拓扑 结构 , 其 特征 为 s(F, FF,p, 了 F') 
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FP’ : | 
5 。 
F F 


图 10.10 图 10.11 


或 s(F', PP', p, 了 ), 前 者 如 图 10.11， 实 现 的 例子 如 


dz _ pgQ 多- 
Oa: m1 bg, Zt QeP. 


它 是 由 


dx | / 
-一 全 一 4 (2 十 22)， 


0. -0 一 四 
: dy Ph 9 2 (Ww 
尝 =Q=(s+ 艰 ) t+- 和 

旋转 86 角 (0<9<<1) 而 得 到 的 , 今后 记 为 as=of. 


事实 上 , 系统 a 的 奇 点 为 ps 型 , 但 的 特征 根 有 零 实 部 . 由 


于 存在 首次 积分 p(z, go =z( 本 -十 妇 ) 二 各 2 二 半角 故 p 为 中 
心 ， 经 旋转 0 角 以 后 中 心 变 为 焦点 , o 的 一 族 闭 轨 线 成 为 mm 的 无 
切 弧 , 故 知 oo 无 极限 环 ，os 仍 为 ps 六 型 , 相 图 见 图 10.11， 

3. a 类 (3) Di Dosgsi 82 了 了 型 . 

关于 这 种 类 型 有 下 述 定理 ， 

定理 10.12 D1Pa 83182 丰 型 的 无 极限 环 结构 稳定 二 次 系统 有 
且 只 有 五 种 不 同 的 拓扑 结构 , 其 特征 分 别 为 

03s， $1CF, PF, pi1, Pa), Sa(B, F, psa, F'); 

oa: $1(F, EF, pi, PF'), sa FB', po, F”, PF); 

os: SB, F, py PF), ss(F, FP, Do FP); |» 

we: 31CF, pa, Pp1, FP), sa(F, po, pi, PF); 

ar SCE, pa, D1, PD, se PF, PF, D1, F'). 
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【证 】 先 证 至 多 只 有 上 述 五 种 不 同 的 拓扑 结构 

(1) 设 pi, pa 都 是 渊 点 ( 源 点 ), 则 鞍点 ss4 的 分 界线 的 来 去 只 有 
下 述 三 种 可 能 ( 硝 为 源 护 , 则 把 以 下 的 后 二 元 素 和 前 二 元 素 对 调 )， 

s1CF, F, pi1, Ps), s1CF, F, Pp1, PF'), s1(F, FF, pa, PF'). 
对 ss 也 是 一 样 ，s81 与 5 组 合 后 ， 显然 具有 6 各 as 两 种 不 同 的 拓 
扑 结 构 是 可 能 的 ， 

(2) 设 pi 与 ps 中 一 为 渊 点 ,一 为 源 点 ， 则 5 的 分 界线 的 来 
去 只 有 下 述 五 种 ， 和 

si(F, F, pi, F'), si1(F, pa, pi, PD), $31(F, pa, pi, PF'), 

SA， Ppa, PF ,PF ), s1(Pa, Pa, D1, 7 

对 于 82 亦 同 样 有 五 种 ， S1 与 Sa 组 合 以 后 只 有 04, Qe, OT 等 二 
种 不 同 的 折 结 村 是 可 能 的 ”详细 让 下 [7a] 

另 一 方面 ， 上 述 五 种 不 同 拓扑 结构 都 是 可 以 实现 的 ， 例 子 见 
[171] 与 [1172] 

和 .5 类 (1) pipaS 型 . 

易 见 这 种 情况 只 有 一 种 拓扑 结构 ， 其 特征 为 D (py, 2 如 图 
10v12， 实现 的 例子 如 


| i 0 / : 
B=B (0<0<1), 其 中 B6。: dy (e>0) 
B+ 
: 
sy 
mi 
D2 
L 
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事实 上 , BB. 的 奇 点 为 PiPa 5 型 ,其 中 pi, 2a 为 中 心 ,< 一 0 是 积 
分 直线 .旋转 吃 角 以 后 , 中心 变 为 焦点 , 且 无 极限 环 亦 无 数 拟 则 的 
联 线 , 相 图 如 图 10.12. 

5. 5 类 (2) pipapss5, 
匈 见 这 种 情况 只 有 一 种 拓扑 结构 , 其 特征 为 
s(21 pa, Pa, Ps), (pl Da)， 

如 图 10.18， 实 现 的 例子 如 : 


| ~ 一 Xiz 十 2x0/， 
Bs=B. (0<0<1), 其 中 (>0) 
Wy yt 


事实 上 , 系统 所 的 奇 尽 为 如 PpapssS 型 , 其 发 散 量 的 值 为 4y， 
但 4 一 0 是 积分 直线 , 故 B; 无 极限 环 ， 施 转 0 角 (0<9<1) 后 , 连 
接 8 与 8 的 分 界线 ( 它 上 面 原 来 有 两 奇 点 8 与 Ps) 破裂 ， 仍 无 极 
限 环 , 如 图 10*18. 

6. Cc 类 (1) si182 了 Fs 型 ， 

易 知 这 种 情况 只 有 一 种 拓扑 结构 , 其 特征 为 

si1(F1, Pa, P, PI), salPs, P’, Wy, FP'), 

相 图 如 图 10.14， 实 现 的 例子 ， 加 


d | : z 
nn >0) 


具体 讨论 从 略 , 作为 习题 . 
7 . c 类 (2) Ds1 32 89 Fi PEs 型 ， 
关于 这 种 类 型 有 下 述 
定理 10.13 只 2sisass 了 PPa 型 的 无 环 结构 稳定 二 次 系统 
有 且 只 有 四 种 不 同 的 拓扑 结构 , 其 特征 为 
Ya: Si1(P1,p, P, Fa), sa(P', Pp, Pi, Po), sa(Fs, 9, Db, Pp), 
Ya: si1(Fi, p, P, P), sa(Fs, P', DD, Fa), ss(Fa,P’, P, PF'); 
ja St Fa, P, Fa), sa(P', p, PF1, Fa), ss(P 2, Dp, Fi, Po); 
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Ys: si1(F1, Pa, P, Fo), sa(Fa, P', Fi, Fs), sal(Fs,p, P,P). 

我 们 简略 指出 证 明 的 步骤 首先 注意 ,由 于 所 讨论 的 是 二 次 
系统 , 任何 一 直线 与 系统 的 轨 线 不 能 有 多 于 两 个 的 切 点 (包括 奇 点 
在 内 )”， 除非 此 直线 本 刁 是 轨 线 因此 下 述 两 种 情况 在 二 次 系统 
中 不 能 和 实现， 

(1) 8s1CF'1, p, Bz2, Fo), sa (Fis, P’, P, Fo) ,ss (Fa, P,P,F'), 
如 图 10.15. 

(2) siCP’, p, P, P), ss CPi, P’, P, Fs), sa P’,P, Fi), 
好 图 140.16. 


10.16 


其 次 , 污 定 理 10.12 类 似 的 讨论 可 知 ,此 时 只 有 Ya, Y3, Y4, 75 
等 四 种 不 同 的 拓扑 结构 是 可 能 的 。 可 以 证 明 , 它们 也 都 是 可 以 用 
二 次 系统 来 实现 的 , 例子 见 [L71], 此 处 从 略 ， 
8. Q 类 (1) SPF 型 . 
易 知 此 时 只 有 一 种 拓扑 结 构 DS(F, 2 目 必 司 实 现 ， 例子 见 
[171]. 
9. dd 类 (2) psSPF 和 邢 . 
这 种 情况 只 有 三 种 不 同 的 拓扑 结构 , 其 特征 分 别 为 
062: s(F, PP, p, P), S(P, Pp); 
‘63. s(F, F, p, P), SOP’', P); 
Os s(F, P,P, P), SB, £7). 
证 明 见 $ 径 引 理工 
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蕊 们 也 都 是 可 以 实现 的 , 例子 见 [171]， 
10. 以 类 (3) pips31825 PF 型 
关于 它 , 至 多 只 可 能 有 30 种 不 同 的 拓扑 结构 ”, 其 中 已 有 8 种 
可 以 实现 ( 见 [171] 与 [172])， 余 下 22 种 尚 待 进一步 实现 或 排除 . 
由 于 种 类 太 多 , 不 在 此 一 一 列 出 ， 
11. e 类 (1) pipa Ss SaoF 型 . 
多 知 这 种 情况 只 有 三 种 不 同 的 拓扑 结构 , 其 特征 分 别 为 
81: Si1(P1, pa), Sa F, PF); 
2: D1(P1, 下 ), Salpa, PF); 
83: D1(P1, Pa), Sa{P1, Pa), 
它们 都 有 实现 的 例子 , 见 [471]. 
12. e 类 (2) pipapss Si1S2 了 8 型 
关于 它 至 多 只 可 能 有 九 种 不 同 的 拓扑 结构 ”已 有 四 种 可 以 实 
现 , 余下 五 种 尚 待 今后 进一步 实现 或 排除 . 
总 络 以 上 的 分 析 , 可 得 
定理 10.14 没有 极限 环 的 结构 稳定 二 次 系统 至 多 只 可 能 有 
60 种 不 同 的 拓扑 结构 ,其 中 38 种 已 证 实 可 以 实现 3 


习 题 
1. 已 类 SE (A m+ Biytt 01), 吧 -=y(C4z 十 By 十 O) 无 极限 环 、 试 


就 该 系统 具有 四 个 有 限 远 奇 点 的 情况 用 系数 间 的 不 等 式 讨论 它 的 全 局 拓扑 
分 类 [175]. 

2. 设 三 次 系统 有 积分 曲线 y=0, 各 十 纺 =1 试 讨论 其 全 局 拓扑 相 图 ， 
1) 见 岂 73] ,但 该 文中 表 工 的 No.7 与 No.8 以 及 Co 与 Cs 的 拓扑 结构 相同 ， 因 
此 至 多 只 可 能 有 30 种 不 同 的 拓扑 结构 ， 

2) 见 [173] ,但 可 证 该 文 表 2 的 No.8 9, 10 三 种 情况 在 二 次 系统 中 不 能 实现 ( 见 
习题 9), 故此 类 型 至 多 只 可 能 有 九 种 ， 

3) 最 近 朱 德 明 同志 发 现 , 可 能 的 不 同 拓 扑 结 构 比 60 种 还 要 少 ， 可 以 实现 的 拓扑 
结构 至 少 为 36 种 ， 
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3， 已 知 具 三 阶 细 焦 点 的 二 次 系统 
np J) Ay 二 去 1 
一 y 十 [2 十 28， T+ t+3lry 


无 极限 环 , 试 讨 论 其 金 局 拓扑 相 图 [474], 


4. 用 系统 (10.238) 的 系数 之 间 的 不 等 式 来 表达 该 系统 的 不 同 拓扑 结构 。 


5. 详细 证 明定 理 10.11. 

6. 详细 证 明定 理 10.13. 

7. 设 二 次 系统 在 赤道 有 上 的 奇 点 为 SP 及 型 ， 
有 目 8(F', 瑟 )， 若 该 系统 在 区 域 8 下 P'S (图 中 旁边 
的 区 域 ) 和 S'FPS' 中 无 奇 点 , 则 该 系统 在 右 内 部 也 
无 奇 点 , 斌 证 之 . 

8. 对 。 类 (3) pi papas S152 型 奇 点 ， 证 明 下 . 
述 三 种 拓扑 结构 不 能 实现 . 图 10.17 
(1) sp F, F', F'), S1(pe, p3), SP, P'); / 
(2) sp F, PF', F'), Si1(ps, PF), Sa(ps, FP'); 
(3) s(F, F, pi, F'), SCpa, F'), Sa(po, F'), 


9. 研究 


A i + dy _ 


本 A -sl+artby) 


的 全 局 结 疾 构 |， 其 中 <0 1>0, D= -4@- D3 27 42>0, -a<2VT, a+ 


bv 1! >0, 1<b<1+0. 例如 取 4:= 一 2 b=1.1, 1=5 


QT 
at 


试 人 研究 0%,，0s'(0<0<«1) 的 全 局 结构 ， 


10. 设 6.. ~2X(—62+4y+2), — =y (7 wity—2) +er, 0<e<l, 


并 作 图 . 


11. 研究 方程 (10.1) 右 端 有 线性 公 因 式 时 的 全 局 相 图 的 一 切 可 能 情况 


1 


$11. 二 次 微分 系统 的 极限 环 的 


一 般 性 质 与 相对 位 置 
关于 二 次 微分 系统 ， : 
凶 =P bo, WD YW-Qe, 人 ， (11°1) 


除了 前 面 两 节 所 讨论 的 出 现 中 心 点 的 情况 和 不 存在 闭 轨 线 的 情况 
以 外 ， 更 重要 的 是 可 能 出 现 极 限 环 的 情况 ， 这 不 论 从 理论 还 是 从 
实用 的 观点 来 看 都 是 毫 无 疑问 的 ， 为 此 , 从 本 节 开 始 ,我们 正式 转 
入 极限 环 的 研究 .首先 研究 (11.1) 的 极限 环 的 一 般 性 质 与 相对 位 
置 。 这 里 所 说 的 一 般 性 质 有 的 对 周期 环 也 成 立 ， 有 的 对 % 次 微分 
系统 也 成 立 ; 但 总 的 说 来 ， 其 中 多 数 只 对 二 次 微分 系统 的 极限 环 
成 立 ， 关 于 这 一 节 的 研究 成 果 最 早 见于 [1 机 ，[13] ，[! 私 和 [7]， 
后 来 叶 9] 和 [20] 得 到 新 的 突破 ， 最 近 [176] 和 [17] 又 做 了 一 些 总 
结 推广 工作 . 我 们 这 里 在 介绍 成 果 时 ,证 明 方法 上 采用 最 简便 而 
易于 了 解 的 . 

引 理 11.1 任 一 直线 与 (11.1) 的 轨 线 最 多 只 能 有 两 个 切 点 
(其 中 可 能 包含 (11， 力 的 奇 点 )， 除非 该 直线 本 身 也 是 (11 的 轨 
线 . 

[EE) 没 所 给 的 直线 为 av+byt+c=0, 则 切 点 的 举 标 应 满足 


Ln 一 人 Qs (%, y) 
art+by+e=0, -3 Pow 0 


此 方程 一 般 只 有 两 组 解 (c， 9%0 (= 二 3),， 除非 前 一 方程 是 后 一 方 
程 的 一 部 分 , 这 时 az 十 站 十 c=0 是 轨 线 ， 特 别 ,车 

Wow, oj 一 Pa Wi) 一 0， wm 十 Do 二 ce 一 0， 
则 (co 多 是 直线 az 十 2% 十 c=0 上 的 奇 点 ， 
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注 ， 此 引 理 可 推广 到 次 微分 系统 而 得 切 点 景 多 个 数 为 1% 
又 车 改 直 线 为 m 次 代数 曲线 , 则 切 点 最 多 个 数 为 mm 一 二). 

引 理 11.:2 设 0, 0' 是 沿 着 Pa(z, y) =0 的 一 支 (在 它 的 两 
边 Pa(w, 胡 异 号 ) 或 @s(zw，Y) 一 0 的 一 支 上 互相 邻接 的 两 个 初等 
奇 点 , 则 其 一 的 指标 为 十 1, 另 一 的 指标 为 一 只 要 在 0 与 0' 之 间 
没有 Ps(o, Y) 0( 或 Qs(w, ) =0) 的 另 一 支 和 这 一 支 的 交点 ; 反 
之 , 如 果 在 0 与 0' 之 间 还 有 Ps(o, 内 =0 (或 Qslw, 内 =0) 的 另 
一 支 和 这 一 支 的 交点 , 则 0 与 0' 的 指标 同 为 十 1 或 同 为 1, 

【证 】 设 0 为 (zo， go)， 则 方程 11 在 0 的 一 次 近似 方程 
的 特征 方程 是 


ops _, OP 

Or OW z 
0s a0 | 
Ox Oy (es Yo) 


由 于 假设 O 是 初等 奇 点 , 故 


( 0 9Ps Ge), ” 
O% Ov Of Dr /co 


这 表示 Pa(z， Y) = 0 与 Qa(%, y) 一 0 在 0 点 有 不 同 的 斜率 ， 获 它 
们 在 此 点 相交 而 不 相 切 同样, 在 0' 也 是 如 此 . 

现在 研究 沿 着 Pa(z, 9) -0 的 一 支 上 两 邻接 的 初等 奇 点 0 与 
0'. 假设 在 0 与 0/ 之 间 没 有 Pa(w, 仿 =0 的 另 一 支 和 这 一 支 的 
交点 存在 (图 11.1). 作 一 条 包含 0 与 0 的 光滑 的 单 闭 曲 线 C, 使 
与 Pa(o, y) =0 及 Qs(w, 9) 0 的 其 他 不 过 0 与 0 的 分 支 不 相 
遇 ， 并 且 内 部 也 不 包含 0, 0' 以 外 的 奇 点 。 假设 在 Ps 一 0 的 这 一 
支 的 上 方 (或 左 方 ， 如 果 这 一 支 是 一 铝 直 轨 线 ) 有 Ps>0, 下 方 ( 或 
右 方 ) 有 Pa<0， 又 在 Qs 一 0 的 这 两 支 ( 它 们 可 能 在 C 的 外 部 连 在 
一 起 ) 之 间 有 4s>0,， 而 在 这 两 支 之 外 有 Qs 过 0. 于 是 可 以 画 出 在 
C 上 诸 点 44, B,Di, BF G4(i 一 1, 2) 由 方程 (11.1) 所 确定 的 
向 量 场 的 方向 , 由 此 立刻 看 出 ， 当 动 点 沿 着 41B:Di 从 和 跑 到 六 


i 
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| 11.1 . 图 11:9 


时 ， 向 量 场 的 方向 转 了 角度 互 , 从 DD! 沿 翅 刀 闻 跑 到 本 时 转 了 角 
度 0， 从 且 沿 负 Gsh 跑 到 4s 时 转 了 角度 -至 ， 因 此 沿 着 
4DiPsAs 从 41 到 4s， 向 量 场 的 方向 转 了 角度 0， 同 再, 沿 着 
hDaFs41 从 hs 到 41 时 向 量 场 的 方向 也 转 了 角度 0， 换 言 之 , 闭 
曲线 O 关 于 (11 了 所 确定 的 向 量 场 的 指标 为 零 ， 因 此 0 与 0' 的 
指标 分 别 为 + 与 一 因为 它们 都 是 初等 奇 点 . 

如 果 在 0 与 0 之 间 还 有 P=0 的 另 一 支 和 这 一 支 的 交点 (这 
时 Ps 一 0 必 为 两 相交 直线 , 而 00 为 其 中 的 一 直线 ) (如 图 二 "2)， 
则 仿 前 可 证 0 关于 (11.1) 所 确定 的 向 量 场 的 指标 为 +2 或 一 2, 因 
此 0 与 0' 的 指标 或 同 为 +1, 或 同 为 一 

注 1。 这 一 性 质 不 但 可 以 推广 到 次 微分 系统 , 而 且 可 以 失 
让 到 一 一 表 的 平 闻 尖 村 

如 果 把 图 二 "2 中 的 折线 MO” 看 成 Ps=0 的 一 支 

而 全 0' 的 折线 万 MD 看 成 P,0 的 另 一 支 ， 则 可 仿 前 证 明 
初等 奇 点 0 与 0” 的 指标 异 号 . 正 因为 如 此 , 以 后 当 双 此 线 退化 为 
两 相交 直线 时 ， 我 们 总 是 把 从 交点 出 发 的 两 相 邻 半 直 组 看 成 双 曲 
线 的 一 支 , 而 把 余下 的 两 相 邻 半 直线 看 成 双 曲 线 的 另 一 支 


200 极 限 环 诊 


引 理 11.8 方程 (1,1) 最 多 只 有 三 个 指标 为 + (或 -了 的 
急 等 奇 点 ， 
【证 】 不 妨 设 Palz, 9) =0 与 Qs(w, Y) =0 无 公 因子 , 否则 有 
一 条 直线 或 曲线 上 充满 着 高 阶 奇 点 ， 而 其 他 初等 奇 点 最 多 只 能 有 
一 个 。 显 见方 程 (11.1) 最 多 只 有 四 个 初等 奇 点 ， 如 果 它 们 同 在 
P=-0 或 Qs 一 0 的 一 支 上 ， 则 由 引 理 二 "2， 其 中 两 个 指标 为 十 1， 
两 个 指标 为 一 1, 因此 , 如 果 Ps=- 0 或 Q:=0 是 椭圆 或 执 物 线 , 则 引 
理 显然 成 立 、 今 设 Ps=0 和 Qa= 0 都 是 双 曲 线 ， 且 四 个 奇 点 不 在 
Ps 一 0 的 同一 支 上 ， 亦 不 在 Qs=0 的 同一 支 上 。， 则 或 是 某 两 个 奇 
点 在 Ps=-0( 或 Qs=0) 的 同一 支 上 , 而 另 二 奇 点 在 另 一 支 上 , 这 时 
只 有 两 个 指标 为 十 1( 一 1) 的 奇 点 ; 或 是 某 三 个 责 点 在 同一 支 上 , 另 
一 个 奇 点 在 另 一 支 上 ， 这 时 便 有 可 能 出 现 三 个 指标 为 +1( 或 一 1 
的 奇 点 , 但 第 四 个 奇 点 的 指标 必 为 一 1( 或 十 1). z 
注 ， 仿 引 理 坟 .3 的 证 明 方法 不 难 给 $10 引 理 10.8 以 一 个 
新 的 几何 证 明 , 并 且 由 此 容易 看 出 , 为 什么 奇 点 的 动力 体系 性 质 和 
它们 所 构成 的 四 边 形 的 岂 何 性 质 之 间 会 有 这 样 巧 妙 的 联系 [176]. 
引 理 11" 过 (11,) 的 两 奇 点 态 与 8 的 直线 车 不 是 积分 直 
线 , 则 必 由 三 个 无 切线 段 02551， S154 与 可 co 所 组 成 ; 这 时 (11.1) 
的 执 线 从 同一 个 方向 穿 过 oo8 与 Saco, 而 从 相反 的 方 向 穿 过 
SS 
【证 】 咎 于 柯 太 本 袖 为 急 太 ， 故 引 理 的 前 半 部 由 引 理 11.1 立 
刻 推 出 ,为 了 证 明 后 半 部 ， 
可 先 施 行 移 转轴 ， 使 直线 
Si 8。 成 为 2 轴 ， 并 设 在 
co5l 上 (1.1) 的 雪线 都 
”是 自 上 而 下 地 穿 过 它 (图 
0113 这 说 其 coco: 位 于 Qa (%, 二 0 的 区 域 中 ， 今 Qaly, y) = 0 
应 过 $; 与 83 两 点 , 但 又 不 能 以 w 辅 作为 它 的 一 部 分 , 由 二 次 曲线 


图 1.3 
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的 性 质 可 知 Qs(%, 9y) =0 应 在 51 与 Ss 两 点 与 % 轴 互相 穿 过 ， 这 
桂 ， SSs 应 位 于 Qs(%， y)>0 的 区 域 中 ， Ss00 应 位 于 Qa (%, yy) 过 0 
的 区 域 中 ， 引 理 证 毕 . 

进一步 可 以 证 明 [177]， 

引 理 世 .5 连接 方程 (11.1) 的 有 限 远 奇 点 和 它 的 无 限 远 奇 
点 的 直线 或 者 是 轨 线 ， 或 者 是 无 切 直 线 ( 除 了 那个 有 限 远 奇 点 以 
外 ). : 

【证 】 设 此 有 限 远 奇 点 为 原点 (0, 0), 于 是 (111) 可 以 写成 


dr 
7 一 bi02 十 Colt 十 Co0202 tan oy +aogy , 


jy (11.2) 
bomt boy + br + bi oy + boay’, 


已 在 (0, 0) 的 特征 方程 是 
A — (gi0t bo1) N+ (G10b01 — dao1010) =0, 
若 (0, 0) 不 是 焦点 或 中 心 点 , 则 有 | 
(aio 十 Do 一 4(aio poi 一 aok 10) 一 (@10— boi)’ +4a01b10>0. 


(11.3) 
设 (1 2) 的 无 限 远 奇 点 为 (1, 9，0)， 则 易 见 5 应 满足 方程 
: 四 ,Con 一 bg 了 7 一 0 (11:4) 


这 是 3 的 三 次 方程 ， 它 至 少 有 一 实 根 。 于 是 引 理 中 所 说 的 直线 可 
宕 为 L=y 一 mw 一 0。 求 工 沿 着 (11.2) 的 轨 线 的 改变 量 , 易 见 (由 于 
满足 (11.4)) 有 
-5 —w(biot (bor— oi0n™— do ), (11.5) 

由 此 可 见 , 如 果 上 式 右 边 括 弧 内 的 值 为 零 , 则 4 一 2=0 是 轨 线 ; 否 
则 , 它 就 是 无 切 直线 , 但 在 奇 点 两 边 , 轨 线 的 穿 过 方向 不 同 . 

引 理 11.6 方程 (11.1) 的 闭 轨 线 工 内 部 不 能 含有 结 点 , 鞍点 
或 高 阶 奇 扎 L178, 179]. 


(证 】 设 工 内 部 含有 一 奇 点 0, 不 妨 设 0 为 坐标 原点 , 并 且 它 


252 极 了 有限 环 论 


是 结 点 , 鞍点 或 高 阶 奇 点 ， 于 是 (11:1) 可 以 写 为 (二 .2) 的 形式 .由 
于 现在 (11.3) 成 立 , 故 可 取 使 (1 革 . 引 式 右边 括 弧 内 的 值 为 零 , 然 
后 取 过 0 的 直线 L=y 一 mw 一 0, 求 工 沿 (11.2) 的 轨 线 的 改变 量 , 易 
见 现在 有 
军 |， = 二 习 Go 一 mw 作风 (1.6) 
由 此 可 见 , 如 果 上 式 右边 括 弧 内 的 值 为 零 , 则 y 一 0 一 0 是 轨 线 ; 否 
则 , 轨 线 与 它 相交 时 都 从 同一 个 方向 穿 过 它 . 不 论 在 哪 一 种 情况 ， 
0 的 外 围 都 不 可 能 存在 闭 轨 线 , 与 假设 相 了 矛盾. 
推论 方程 (1.1) 的 极限 环卫 的 内 部 只 能 含有 唯一 的 奇 点， 
它 一 定 是 焦点 . 
注 ， 引 理 霸 .6 及 其 推论 即使 对 于 三 次 微分 系统 也 是 不 成 立 
的 . [180] 举 例 说 明 存 在 这 样 的 三 次 微分 系统 , 它 有 一 个 内 部 包含 
三 个 奇 点 的 极限 环 . 
引 理 11.7 方程 (11: 1) 的 闭 轨 线 或 其 上 仅 含 一 一 个 奇 点 的 奇 
闭 轨 线 上 不 能 含有 直线 段 . 
【证 】 设 方程 G1.1) 的 闭 轨 线 六 上 含有 直线 段 ， 则 此 直线 段 
所 决定 的 直线 1 与 荆 有 无 数 个 切 点 , 由 引 理 11,1 知道 ,? 本 身 也 应 
是 (i111) 的 轨 线 .但 这 样 , 在 工 离开 1 之 点 (至 少 有 两 点 ) 将 破坏 
微分 方程 的 解 的 唯一 性 ， 故 不 可 能 . 当 厂 上 仅 含 一 个 奇 点 时 同样 
也 不 可 能 3. 
注 ， 由 引 理 441.7 的 证 明 可 知 , 车 忆 上 含有 两 个 奇 点 , 则 结论 
不 一 定 成 立 ， 事实 上 易 证 [14] 
引 理 11.8 连接 奇 闭 轨 线 工 上 两 个 可 的 直线 慨 必 室 属于 
,但 设 荆 上 别 无 其 他 奇 点 . 
【证 】 如 果 此 直线 段 不 属于 工 , 则 由 引 理 11， .4 知道 它 旺 无 切 


1) 如 朱 奇 用 委 线 革 能 以 赤道 作为 它 的 一 部 分 , 那 末 卫 上 也 可 以 只 含 一 个 有 限 远 
商 点 , 间 时 又 含 半 直线 , 例 见 [179]， 
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线段 ， 这 时 它 将 与 个 的 某 一 段 弧 包围 一 个 内 部 无 奇 点 的 区 域 , 而 
志 它 相交 , 当 t 增加 (或 减少 ) 时 进入 此 区 域 的 轨 线 将 无 处 本 去 了 ， 
具体 例子 ， 


dz 9 dy ,9 
EY, de ?. 


全 局 轨 线 图 请 读者 自己 画 . 

定理 11.1 方程 (11.1) 的 闭 轨 线 或 仅 含 一 个 通 点 而 位 于 有 
界 区 域 中 的 奇 闭 轨 线 必定 是 严格 的 凸 闭 曲 线 ， 它 只 与 Pa(z, 9) = 
0 和 Qs(w, 9) =0 的 各 一 支 相交 于 两 点 [11]. 

【证 】 如 果 工 不 是 严格 凸 闭 , 由 于 荆 上 不 能 含有 直线 段 ， 所 
以 一 定 可 以 找到 一 直线 1 使 与 荆 有 四 个 以 上 的 交点 , 如 图 二 4. 
根据 工 与 1 的 穿 过 方向 可 知 , 在 线段 48，BO，0D 上 至 少 各 在 
在 一 个 与 (11.1) 的 辆 线 相 切 之 点 (可 能 是 奇 点 ), 但 由 引 理 并 . 工 知 
道 这 是 不 可 能 的 . 

其 次 , 由 于 忆 上 不 能 含 直线 段 ， 故 万 只 能 有 一 个 最 高 点 瓦 ， 
一 个 最 低 G8, 一 个 最 右 点 B, 一 个 最 左 点 工 ( 图 11.)， 根 据 荆 上 
” 弧 眉 的 升降 情况 , 显 见 瑟 与 G 应 是 Qs(w,y) =0 的 同一 支 与 工 的 
仅 有 的 两 个 交点 ,BR 与 工 应 是 Palw, ) ==0 的 同一 支 与 工 的 仅 有 
的 两 个 交点 。 


图 11.4 
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在 这 四 点 中 ， 如 果 有 某 两 相 邻 的 点 ， 例 如 五 与 忌 重 合 ， 则 
五 = 也 便 是 奇 点 ， 从 而 2 成 为 奇 闭 雪线。 这 时 ， 按 照 定理 中 的 假 
定 , 上 与 9 便 不 能 重合 , 并 且 它 们 也 不 能 与 如 重合 . 

注 ， 同 样 可 证 含有 两 个 或 三 个 鞍点 的 奇 财 轨 线 也 是 凸 闭 砷 
线 , 但 其 上 必 售 直线 段 , 又 定理 11:1 对 三 次 微分 系统 不 一 定 对 , 例 
如 van der Pol 方程 的 极限 环 当 jw 较 大 时 就 不 是 凸 的 ， 

定理 世 .2 对 于 方程 (li1.1) 来 说 , 下 列 两 种 相对 位 置 不 可 能 
存在 (图 11i:6(a), (28)) L111. 


(a) 


图 ”11.6 


\ 证 】 因为 在 图 11*6(@) 中 了 7 内 部 应 包含 多 于 一 个 奇 点 ,不 
可 能 .在 图 11.6(5) 中 连接 三 个 奇 点 的 线段 0:0s，0Oa0s 与 OO 
都 应 是 无 切线 段 ， 今 设 人 上 的 正方 向 ( 即 t 增加 的 方向 ) 是 逆 时 
针 方 各 ， 于 是 4 as 上 的 正方 向 便 应 是 硕 时 针 方 向 ， 从 而 Za 上 的 正 
方向 便 应 是 遂 时 针 方 向 . 这 样 一 来 , Cawi 便 不 可 能 是 无 切线 段 了 . 

仿 此 可 证 

推论 方程 (111) 的 中 心 点 与 焦点 的 总 数 志 2， 

定理 开 .3 方程 (411.1) 的 极限 环 的 相对 位 置 只 可 能 有 下 列 
两 种 情况 [i]. 

1) 只 在 一 个 焦点 外 围 出 现 一 个 或 多 个 极限 环 ; 

2) 极限 环 分别 出 现在 两 个 不 同 的 焦点 外 国 . 

在 定理 11.8 的 基础 之 上 进一步 的 问题 是 各 种 可 能 分 布 的 具 
体 实现 .在 这 方面 ,L11],[14]，[17], [19]，[20j 都 做 了 工作 .由 
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于 在 [19] 中 已 举例 说 明 方程 ( 央 "1) 有 可 能 出 现 四 个 极限 环 ， 因 此 
我 们 至 少 应 当 讨 论 (1, 0), (2, 0)，(3, 0),; (4, 0), (1, 1), (1, 2)， 
(1,3), (2,2) 等 分 布 是 否 确实 可 能 实现 ， 这 里 (m,n) 表示 在 第 一 
个 焦点 外 图 出 现 m 个 极限 环 ， 在 第 二 个 焦点 (如 果 存 在 的 话 ) 外 图 
出 现 n 个 极限 环 +， 

关于 这 个 问题 , 以 往 的 工作 又 可 分 为 两 种 类 型 ，1) 举 例 说 明 ， 
或 是 从 理论 上 论证 二 次 微分 系统 有 可 能 出 现 (1, 0), (2, 0)，(3, 0) 
分 布 [21]，(1, 分布 红 妇 , (1, 2) 分 布 [和 (1, 8) 分 布 [19, 20]， 
但 所 论 方程 的 极限 环 是 否 恰好 就 只 有 这 么 多 ， 会 不 会 比 这 更 多 一 
些 ， 却 无 法 证 明 。2) 严格 证 明 某 一 二 次 微分 系统 的 极限 环 一 定 是 
(1, 0) 分 布 [17] ( 见 例 3)， 另 一 二 次 微分 系统 的 极限 环 一 定 是 
(1, 分 布 [181]， 至 于 (4, 0) 分 布 和 (2, 2) 分 布 , 究竟 能 否 实现 
昌 前 还 不 清楚 

例 1 [181] 方程 

yy (1 和) 117) 

当 0<8< 地 时 在 (0, 0) 与 (2, 2 一 28) 外 围 各 有 唯一 的 极限 环 , 当 
3<0 时 无 环 , 当 8 一 二 时 两 环 扩大 而 成 为 由 末 道 与 直线 4 一 1 所 


构成 的 两 个 分 界线 环 . 
证 明 用 环 域 定理 , 旋转 向 量 场 理论 和 [111] 的 唯一 性 定理 , 请 
读者 自己 去 完成 . 


例 2 Li9] 方程 
ds a dy _ 2 


(11.8) 
当 0<6a<611 时 出 现 (1，3) 分 布 . 


1) 对 于 二 次 微分 系统 ,在 9 中 已 指出 ,中 心 点 与 极限 环 不 可 能 同时 存在 ， 不 论 
此 们 是 否 套 在 一 起 ， z 
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【证 】 首先 考虑 方程 


dp _ dy 2 . 
衬 一 一 9 3 十 十 十 久 只 zl 二 +— 3y). (11.9) 


容易 看 出 (11.9) 只 有 两 个 有 限 远 奇 点 0(0, 0) 与 入 (0, 1), 后 者 是 
不 稳定 粗 焦点 ， 经 过 坐标 变换 , 把 (11.9) 化 为 (9.30) 的 Bayrz 的 
标准 形式 , 可 得 z : 
=0, Na= 1152 


MM= 一 V82, 
A4182” “ V82 


3 一 


77 
41、/82 


5=0, Ae= 


由 此 可 按 $9 的 公式 算出 
0 一 03 一 0， 05 一 0 
因此 0(0, 0) 是 (11.9) 的 稳定 二 阶 细 焦 点 . 
(11.9) 的 无 限 远 奇 点 (1, m, 0) 由 方程 


2 
3 2__ pr 
人 十 了 9 0 


确定 , 它 只 有 一 个 实 ( 正 ) 根 , 易 证 对 应 的 无 限 远 奇 点 是 鞍点 , 经 过 
鞍点 的 分 界线 的 走向 如 图 11.7 所 示 . 
又 在 直线 1~3y=0 上 有 


这 表示 (1L.9) 的 轨 线 都 自 下 而 上 地 穿 过 
此 直线 ， 故 由 环 域 定理 知 方程 (11.9) 在 
0 与 W 外 围 同 时 存在 极限 环 ， 即 存在 
C1, 了 ) 分 布 (但 方程 (LL.9) 是 否 恰好 只 有 
两 个 极限 环 , 不 得 而 知 )， 易 见 最 靠近 入 的 极限 环 Ti 必 为 内 稳定 


图 11.7 


” 环 , 最 菲 近 0 的 极限 环 二 3? 必 为 内 不 稳定 环 . 


然后 应 用 $9 bayrm 的 方法 , 变动 (11.9) 的 右 方 , 使 成 为 


字 = 一 4 一 8z? 十 人 ~ Sey tp, Yo(1+ 50 3y), (11.10) 
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其 中 0 之 5611 对 于 (11.10), 由 于 %6=25 >>0, 0 (0, 0) 已 变 为 
不 稳定 的 一 阶 细 焦 点 , 由 $3 定理 3.7 知道 , 在 它 的 邻近 将 再 出 现 
一 个 稳定 极限 环 Ts(C7s), 由 于 当 鱼 足够 小 时 ,Ti 与 73 都 不 消 
失 , 故 对 方程 (11.10) 有 (1, 2) 分 布 . 

最 后 , 再 给 (11.10) 第 一 个 方程 的 右边 添加 一 项 一 6s%, 而 使 成 
为 (11.8)， 其 中 0<6s&<61<1， 于 是 0 又 从 不 稳定 细 焦 点 变 为 稳 
定 粗 焦 点 ， 故 在 其 更 小 的 邻 域 中 又 出 现 一 个 不 稳定 极限 环 Ps 且 
这 时 ,Ta, Ts 仍然 存在 , 因此 方程 (11.8) 在 O 点 外 转 至 少 有 三 
个 极限 环 , 在 W 点 外 围 至 少 有 一 个 极限 环 . 证 毕 . 

类 似 的 例子 也 在 [20] 中 得 到 ， 但 其 出 发 的 方程 


字 ~ -y-10%+5w+9, Woto 2Boy (1:11) 


在 0 扩 外 围 元 环 , 而 以 0 为 三 阶 细 焦 点 . 这 例子 虽 不 如 例 2 的 好 ， 
但 它 却 纠正 了 Bayra 关于 2 的 公式 (9.40) 中 的 一 个 符号 错误 ， 
给 读者 以 方便 . | 

在 这 以 后 , [1821 和 [183] 又 将 存在 (1,3) 分 布 的 二 次 系统 的 范 
围 拓 广 , 使 其 出 发 方程 的 系数 不 全 是 确定 的 数字 .例如 [18 中 中 得 
到 如 下 的 结果 ; 

设 方程 
dz (27 十 Da 

rn 


一 二 一 和 十 办 十 一 一 一 


dy - 3 
Ty vy + ng, 训 w+awv’ ory 


(11.12) 
满足 条 件 ，1) gc 关 0; 2) 3nC 二 2n) 寺 n(n0) 过 0; 8) 无限 远 奇 点 
唯一 ， 则 可 证 (0, 二 ) 外 围 至 少 有 一 极限 环 ,而 0(0, 0) 是 三 阶 不 稳 
定 细 焦 点 .于 是 只 要 0< 一 < 一 n< 一 s<1 方 各 


各 —Avw—y+! P+ (PEE te)eytny’, 

11.13) 
ay EC 十 多 ) + 
了 一 亿 十 0 0 + (B+ joy 
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就 在 0 外围 至 少 有 三 个 极限 环 , 在 开外 围 至 少 有 一 个 极限 环 . 
同样 , 例 1 中 的 方程 也 已 在 [18 筷 中 被 拓 三 而 成 为 研究 在 什 
么 条 件 下 


Ax 
dt 


存在 两 个 ( 且 只 有 两 个 ) 二 不 包 信 的 极限 环 的 问题 

最 后 , 举 一 个 (1, 0) 分 布 的 最 显明 的 例子 [17] 

例 3 若 方程 (11.1) 以 圆 或 机 贺 六 为 极限 环 ， 则 闷 是 方程 
(11. 才 的 唯一 的 极限 环 , 并 且 它 是 单 重 环 . 

[证 】 首先 ,经 过 仿 射 变换 可 将 卫 变 为 单位 圆 + 一 1, 易 


见 此 时 (II.1) 应 化 为 如 下 的 形式 : 


守 —y(avrbyte) — ks +y ~1), 


gy (11.14) 
一 (00 十 88 十 0) +hi(w + —1), 


一 一 十 SI 十 7 人 2 十 72 wy, YY 一 (二 aa) 


其 中 友 十 胡 关 0， 此 方程 有 两 个 奇 点 ， 它 们 都 在 直线 bz 一 后 9 上 ， 
再 转轴 使 此 直线 变 为 纵 坐 标 轴 , 则 (11,14) 变 为 ( 仍 以 x, 9 记 点 的 
直角 坐标 ) 


ywtb yt+e)— —k(w +Yy —1), Ww(g vt byto), 


其 中 天 0。 上 式 义 可 化 为 


Ty(awtBy+Y) - (十 人 一 1)， Uva t+BY+Y). 


(11.15) 
根据 假定 , 单位 图 2 十 六 =1 这 是 极限 环 , 故 其 上 不 能 有 奇 扎 ， 
即 永 有 


y”>o+ Bp? 加 (1L1.16) 
又 圆 内 的 奇 点 不 能 是 中 心 点 , 故 
C& 头 0. (11°*17) 


1) 类 似 的 结果 也 为 [185] 所 得 到 
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现在 分 析 具有 中 心 点 的 方程 
d 2 d 
YBYytY)— (t+), BYyty), (ll18) 


它 和 方程 (41.15) 有 相同 的 闭 轨 线 到 十 久 = 工 和 相同 的 奇 反 ， 容 多 
画 出 它 的 轨 线 全 图 ， 如 图 11'808= -已 ， 图 并 "948< 一 已 ， 图 
11.10( 一 1 一 6 一 0) ,图 11108>0) 及 图 11.1208=0)， 
现在 把 方程 (二.15) 中 的 a 看 成 是 参 变量 ， 则 当 4 变 动 时 
(11.15) 构 成 一 个 方程 族 , 而 在 =0 时 即 得 方程 (41*18)。. 计算 


0 -2 (11.19) 
da owt+BYy+yY) 十 [y(az 十 BYy 十 7Y) 十 习 十 天 一 1]” 


可 知 ，(11.15) 在 们 十 久 一 1 的 外 部 与 内 部 分 别 构成 旋转 方向 相反 
的 广义 旋转 向 量 场 , 而 必 十 沪 =1 是 族 中 每 一 方程 的 闭 轨 线 , 由 于 
(11.18) 有 环绕 指标 为 +1 的 一 个 或 两 个 中 心 点 的 一 系 闭 轨 线 , 故 
由 $3 定理 8-2 知道， 当 az0 时 方程 (11.15) 在 单位 加 外 部 和 内 
部 都 不 存在 闭 轨 线 ， 此 外 由 (11.19) 还 可 看 出 , 如 果 在 单位 国外 部 
邻近 (11.15) 的 轨 线 当 Y 增加 时 穿 出 ( 进 ) (11.18) 的 闭 轨 线 ， 则 在 
单位 圆 内 部 邻近 (11.15) 的 轨 线 当 了 增加 时 应 穿 进 (出 ) (11.18) 的 
闭 轨 线 , 即 2 十 妨 一 1 应 是 方程 (11.15) 的 稳定 或 不 稳定 环 , 而 不 可 
能 是 半 稳 定 环 . 

最 后 , 为 了 证 明 ?二 一 1 是 (1115) 的 音 重 环 ， 可 设 它 有 参 
数 方程 : | | 
| w=c0st(7), y=sint(7), 
其 中 i() 易 见 满足 方程 


9 一 ucost 十 Bsint t+y (>0 当 y>0), 


于 是 沿 着 单位 圆 w, y 是 t 的 2x 周期 函数 ， 然 后 计算 发 散 量 沿 单 
位 回 对 7 积分 一 周 的 值 , 易 证 它 不 等 于 零 , 故 为 单 重 极限 环 . 

关于 三 次 微分 系统 有 二 次 代数 极限 环 的 充 要 条 件 见 [186， 
187], 又 [188] 中 证 明 ， 代 数 曲 线 "十 x"=1 能 为 二 次 微分 系统 的 
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B>0 


图 11.11 图 11.12 


极限 环 的 充 要 条 件 是 nm 一 2;， 能 为 三 次 微分 系统 的 极限 环 的 充 
要 条 件 是 n=m=2, 或 mw 一 2% 一 4 或 n= 二 2m=4， 此 外 , 在 [189， 
190] 中 还 研究 了 二 次 微分 系统 存在 四 次 代数 曲线 解 的 条 件 . 

由 于 本 节 所 介绍 的 是 二 次 微分 系统 的 极限 环 的 一 般 性 质 ， 所 
以 在 这 里 我 们 也 把 过 去 已 经 证 明 过 的 以 及 今后 将 要 证 明 的 有 关 二 
次 微分 系统 的 重要 性 质 一 起 在 这 里 罗列 一 下 , 以 便于 读者 查考 . 

1. 二 次 微分 系统 不 可 能 既 有 中 心 点 又 有 极限 环 ($ 9). 

2. 线性 部 分 以 原点 ( 奇 点 ) 为 星 形 结 点 的 二 次 微分 系统 没有 
极限 环 (§ 10)， 

3. 有 两 条 积分 直线 的 二 次 微分 系统 没有 极限 环 . 
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4. 有 一 条 积分 直线 和 一 个 细 焦 点 的 二 次 微分 系统 没有 极限 
环 (§ 15). : 

5. 有 一 条 积分 直线 的 二 次 微分 系统 最 多 只 能 有 一 个 极限 环 
(§ 15). 


6. 发 散 量 为 零 的 点 的 轨迹 52 十 5& -0 是 直线 ， 闭 轨 线 车 


Oy 
存在 必 与 它 相交 . 
7. 者 二 次 微分 系统 在 两 个 奇 点 的 发 散 量 都 等 于 零 , 则 它 没有 
极限 环 ($ 15). 


8. 震 二 次 微分 系统 的 奇 点 个 数 多 于 两 个 , 且 其 中 之 一 是 细 焦 
所, 则 它 的 极限 环 只 能 出 现在 一 个 焦点 外 围 [19]. 
9. 者 二 次 微分 系统 有 两 个 细 焦 点 , 则 它们 都 只 能 是 一 阶 细 焦 
成 [191], 
10. 同 量 场 有 对 称 中心 的 二 次 微分 系统 最 多 只 能 有 两 个 极限 
环 , 他 们 应 是 (I, 4) 分 布 (§ 15). 
11. 具有 三 阶 细 焦 点 的 二 次 微分 系统 必 无 直线 解 [176]. 
12. 如 果 奇 财 轨 线 上 面 有 三 个 鞍点 , 则 它 必 定 是 以 贰 点 为 顶点 
的 三 角形 [14]. 
13. 知人 :与 4 都 是 上 面 有 一 个 鞍点 的 奇 闭 罗 线 ， 则 它们 不 
能 以 此 部 点 作为 共同 的 奇 点 [14].， 


习 是 
1. 证 明 当 方程 (11.1) 中 的 Pa(x, y) ==0 或 2(z, 9) 二 0 为 椭圆 时 , 它 包 


含 在 (11.1) 的 闭 轨 线 内 部 的 弧 段 不 能 超过 椭 贺 全 长 之 半 . 
dy 


2. 证 明 由 方程 学 = -338z 十 33g 二 169 必 ~ Te = — 288 z+ 18y 
+1442 一 9 纺 出 发 作 均匀 旋转 向 景 场 ， 当 旋转 角度 0 通过 于 时 在 (0，0) 
与 (1, 1 两 奇 点 外 围 能 同时 产生 极限 环 [11]. 

3. 先 分 析 辟 一 苞 ， 异 一 一 于 (一 DC6+2)+ 二 久 P+ 二 划 一生 gy 的 
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轨 线 的 全 局 结构 , 再 由 此 方程 出 改作 均匀 旋转 向 量 场 ， 证 明 当 0< -0< 工 时 
可 以 出 现 极限 环 的 (上 2) 分 布 [141. 
4. 证 明 方 程 全 一 一 十 GZ 二 2 十 纪 0 + nt 2, -52 一 了 (十 az 十 玉 切 当 


1)D 十 中 关 0，23)0 十 2 二 6 一 % 十 4 一 0 时 , 即使 有 极限 环 也 不 可 能 是 单调 接近 的 ， 

5. 证 明 例 1 的 结论 . 

6， 证 明 有 两 条 积分 直线 的 二 次 微分 系统 没有 极限 环 . 

证 明 带 有 三 个 鞍点 的 二 次 做 分 系统 的 奇 团 轨 线 一 定 是 以 这 些 鞍 点 为 

大 二 二 二 角形 . 

8. 证 明 引 理 二 :2 的 后 半 部 以 及 它 后 面 注 2 中 的 结论 . 

9. 面 出 引 理 十 .8 后 面 的 方程 的 轨 线 图 . 

10. 证 明 书 中 关于 方程 (11.13) 的 结论 . 

11. 证 明 例 3 中 的 二 是 单 重 环 . 


j2. 证 明基 在 秆 Hm 全 oy 一 2 和 (二 az) 中 有 23a 十 1 一 
0 a<0, 1<0, B-8a<0 0<6< 元， 则 在 公平 面 有 上 只 和 有 两 个 互 不 包含 
的 极限 环 [184], 


$12. 二 次 微分 系统 的 分 类 ， 


1 类 方程 的 极限 环 
对 于 二 次 微分 系统 
T= Ps le, Y), VW-Qls, ), (12:1) 


除了 研究 其 极限 环 的 相对 位 置 以 外 ， 更 重要 的 问题 是 ， 已 给 一 个 
方程 (12.1), 如 何 判 别 它 有 无 极限 环 ? 如 果 有 的 话 ， 到 底 有 几 个 ? 
为 了 研究 这 个 问题 , 不论 是 形式 (12.1), 其 中 Ps，Q@s 是 一 般 的 二 
次 多 项 式 , 还 是 我 们 在 8 9 中 过 到 过 的 BayrmE 的 写法 (9.307, 都 有 
不 方便 之 处 。 因 为 ， 首 先 , 要 找 它 的 奇 点 的 坐标 , 有 时 就 得 解 “或 
y 的 四 次 方程 , 相当 麻烦 ， 因此 我 们 现在 先 介绍 分 类 法 ,这 就 是 : 
把 有 可 能 出 现 极 限 环 的 方程 (12. 力 经 过 简单 的 变换 化 为 三 类 标准 
形式 之 一 , 然后 逐一 进行 研究 9” 

不 妨 假 设 Palz, 9) 与 Qz(%, 急 没 有 公 因 子 ， 否 则 (12.1) 可 以 
简约 为 线性 方程 , 它 显然 不 存在 极限 环 ， 由 二 次 曲线 的 理论 知道 ， 
至 少 存在 一 个 实数 入, 使 

入 Fa Y) TQals, Y=0 (12.2) 
成 为 退化 二 次 曲线 (如 果 @a(w, 9) 一 0 为 退化 , 则 可 取 和 =0, 如果 
Ps(w, Y) 一 0 为 退化 , 则 可 看 成 是 =oo, 见 下 面 的 附注 )。 当 这 退 
化 二 次 曲线 表示 一 点 或 没有 实 的 轨迹 时 ， 由 (12.1) 经 过 变换 y = 
MX 十 2 一 0 所 得 的 方程 为 


YA P+ Qs = (2,, 9 )， 一 到 (2,, y'), (12.3) 


其 中 akz , 9) 一 0 表示 一 点 或 无 实 的 轨迹 .根据 8 世 的 理论 知 
道 , 这 时 方程 必 不 存在 闭 轨 线 ， 因 此 不 妨 设 
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人大 十 Ga 一 人 Ry, 
其 中 (6==1, 2) 是 实 的 、 关 于 9 的 次 数 不 高 于 一 次 的 多 项 式 ， 
有 目 至 少 有 一 个 不 是 常数 ,容易 证 明 ( 作 为 习题 ), 如 果 对 于 Y= 寺 2， 


变换 
y=Y+Av, v=, (12.4) 


的 行列 式 常 为 零 , 则 方程 有 一 条 或 两 条 积分 直线 , 同时 也 没有 闭 软 
线 .， 因 此 只 须 讨论 i=1 或 2 时 变换 (12.4) 的 行列 式 不 等 于 零 的 
情 记 。 这 时 方程 (12.1) 在 此 变换 之 下 成 为 
一 用 (or y )， Yaw + by +o). (12.5) 
仍 改 号 2，9 为 zy, 根据 &, 5,c 的 不 同 数值 ， 方 程 (12.5) 可 被 
分 成 三 类 ; 
1. g=6=0, c#0, 


2 一 看 十 So 十 cy 十 123 十 M2 zy tng, 到 ~oo， (12.6) 
IT. a#0, b=0, c+0, 
空 -~ htovteytlp tmaytngy, oY 一 5(az 十 9)， (12.7) 
JI. b+#0, 
一 8 十 GZ 十 Cy 十 22 十 vy my’, Y =w(ar+obyt+e)., 
(12.8) 
至 于 0= co 一 0 而 a0 的 情况 可 以 不 必 讨 论 因为 这 时 Qa(%, 外 宇 0 
在 全 平面 成 立 ,不 可 能 存在 闭 轨 线 . 


根据 8 11 的 理论 , 万 程 (12.6)，(12.7) 或 (12.8) 要 有 闭 轨 线 ， 
则 其 内 部 应 含 叭 一 的 指标 为 十 1 的 焦点 或 中 心 点 . 所 原 反 移 到 此 
奇 尽 ,然后 作 适当 的 变换 


t= My’, y=»Yy, 1 一 人 ， 
可 将 方程 (12.6)，(12.7)，(128) 分 别 化 为 


1) 车 和 一 oo, 可 先 在 (12 .也 中 把 w%, y 交换 ,再 作 变 换 (13.4)， 其 中 和 一 0 
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1. yt do ths tm oy tny ， Ys, (I) 


J ~y+6r+lr + m 20 十 0/ ， 
II (GD 


WY 一 (二 ao)， a0, 


gy (II1) 


= y+ dw tl mo tn, 
TJ 
-一 一 和 (十 OO 十 00)，0 基 0. 


今后 我 们 就 将 对 III, II 类 方程 逐一 详细 进行 研究 . 谈 到 分 
类 , 除了 我 国 的 分 类 法 以 外 , 也 还 有 苏联 学 者 的 分 类 法. [HH923] 将 
(12 -了 化 为 两 类 站 


= boo wy, | 
(A) 


人 Y 一 Coo 十 Gilo8 十 Got 十 Cao 2 十 Ca wy oo 全 = Qsa(%, Dh 


dz _, ,3 dy 
020% 十 多 ， 也 Qs (2, Y) (B) 


关于 (D，(TD 类 方程 在 某 些 情况 下 的 极限 环 的 不 存在 性 或 唯一 
性 定理 以 及 $ 11 来 所 列 的 有 趣 的 性 质 7), 他 们 就 是 把 方程 先 化 为 
(A) 或 (B), 然后 再 化 为 Li6nard 型 方程 而 得 到 证 明 的 . 

有 了 两 种 不 同 的 分 类 法 ， 自 然 就 产生 这 样 的 问题 ， 能 否 一 劳 
永 逸 地 求 出 两 类 系数 之 间 的 关系 ， 以 免 人 们 在 研究 工作 有 和 需要 的 
时 候 再 来 慢 慢 把 这 一 类 型 的 方程 化 为 那 一 类 型 , 或 是 反之 ， 这 一 
工作 已 在 [193] 中 做 了 一 部 分 ， 他 得 到 了 (A) 或 (B) 中 的 系数 由 
(ID 中 的 系数 来 表 出 的 表达 式 , 具体 结果 如 下 : 

(一 ) mn 和 0， 记 5 为 

at+ (0—Dk—mhk n=0 (2.9) 


re 


1) 由 (2.1) 到 (6) 或 (B) 的 化 法 将 在 $15 中 详细 介绍 。 
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的 非 零 根 ?，a 二 可 一 8 如 十 B 一 如 一 a 一 n 腑 ， 当 pB 一 0, a#0 时 
(HD 可 化 为 (B), 其中: 

do0=0, W110 一 — kat+h—6 Nh-= — ps, 


Ek 
do 了 和 ns 26 十 3 一 一 并 十 二 (q 十 8 《6 说 一 从 |， 


oo 一 5 有, oa 一- |24+bh+ (atbh) (3 太一 办] 


wo 一 (二 3) 

当 有 B 关 0 时 (可 化 为 (A) 其 中 

boo=a| GS (aM) + hd | 

to0™ hapa bio(h B+a(2g+bh)) +b3 (+ bh) 
+boo(a— DJ, 

qn 和 [~ (h B+2a0 — Doo Ch B+a(2at bh)) + bio(2at ob) 
+2bio boo (a+ bb)], 


co 一 启 [x 十 im (za 十 + (g++ bh) ba 


t= LB +a(2at bb) ~2bi0(a+ bh)], 


i 


其 中 
io- 一 太一 6- 人- kt), b= (a 一 /0). 


一 1 
pb 


这 里 没有 考虑 w=B=0 的 情况 , 因为 可 证 此 时 (ID) 一 定 不 在 
在 极限 环 . 


(二 ) n=0， 当 m=0 时 请 读者 上 月 已 作为 习题 去 化 化 看 今 


1) (〈12.9) 只 有 ( 实 的 ) 零 根 的 情况 [193] 中 未 讨论 , 请 读者 自己 补足 。 
2) % 二 2 一 0 的 情况 [1931 误 以 为 没有 极限 环 , 遗 漏 未 做 ， 
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设 m0， 这 时 可 证 (UID 可 以 化 为 (A), 其 中 
boo=l+mo, woo=m + ma 一 0(27 十 720) 十 /十 ?2 8)， 
oi0= m2am—b(3l+md), gr=b, 
ta0=ma— bl Ci 一 0 十 cos 一 0. 
当然 , 反 过 来 用 \4) 或 (B) 中 的 系数 来 表达 (ID 中 的 系数 ， 这 
一 工作 也 是 可 以 做 的 . 
其 次 ， 如 何在 我 们 的 分 类 法 之 下 用 6, 1, m,n，g, 5 来 表达 
$ 9 中 的 901, V3, V5 和 07， 也 是 一 个 重要 的 问题 ”， 为 此 , 应 首先 找 
出 $9 中 的 因 ， Mp， 和 As， AM4, 和 5s, he 的 表达 式 。 这 可 以 按照 89 定 理 
9.2 前 面 那 一 段 所 说 的 办 法 来 做 , 即 先 作 变 换 
— 8 
M4 
然后 施行 转轴 , 取 


6, y=— (12.10) 


= 
N48’ 


0 (20+ V4 0 (2:11) 
ang — D8 26(0—m) 一 4 人 十 站 


及 E-zoosg -gsing)y 一 sing 二 gcosgr 一 于 WVT 画 六 


(12.T2) 
便 得 
二 ~ 1 光一 4 一 As 4 十 (2 hs Ns) oy AeYy » 
y z (12.13) 
1 T+HAY HN + (2Ns hg) 0 — Na 
其 中 和 一 一 二 又 当 6 天 0 加 03，…，Az 的 表达 式 太 演 , 且 用 


处 不 大 , 不 在 此 详细 号 击 . 
今后 重要 的 是 当 入 一 0, 亦 即 8= 0, (0， 0) 为 细 焦 点 时 (12- “18) 
中 各 项 系数 的 值 ， 这 时 


1) $16 的 最 后 一 定理 的 证 明说 明 Vs，V5, D7 的 BayrwE 表达 式 以 及 方程 (12.1) 
的 Bay?26 写法 对 于 研究 二 次 系统 的 某 些 性 质 很 有 其 方便 之 处 ， 


UL 人 人 
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tan 9 = —--, C08 p= tn | 
人 pn Na 十 (7 十 7)2 
， a 
VBTOT 


Ne [aa 上 (U4) 4n) s+ am to) (4+) 
十 02 C+?) (D+nR)], 
Xe 一 [oi+ +n /metn) to (6D +n 
一 一 2 二 2) ]， 
2 和 3 十 和 5 一 [时 十 他 十 人 引 -3 [(2c 十 和) Qt+ne too 
十 CC27 一 2 一 0 人 十 2) 一 和 人 二 2)3 
As= [a + C+) /ne mo 十 和 


(12.14) 


a 


: toll~—b) V+n ot+n)™, 
4 入 3 十 入 4 一 [二 (V+n)*] /3 fo (+7) (一 27 十 29) 
+g(26+m) C+nI mo btn ], 


由 此 又 可 求 出 
入 一 -二 0 一 忆 十 人 CO 十 2 有 
VET ;| 
和 一 0 十 2 人 mk/AC mm (12.15) 


wV 十 (Ha 
Na— Me= NM 0 OFn)3. 
这 样 ,和 ,Aa, Xa, ha, Ns, Me 通过 6, 7, mm n, a, 5 的 表达 式 已 全 部 
得 出 ， 由 此 要 进一步 求 出 %s, v5, 人 5 的 表达 式 也 是 不 难 的 . 
与 $S9 定理 9.3 的 中 心 扎 条件 相 比较 , 可 得 
定理 12.1 方程 (IID 以 原点 为 中 心 点 的 四 组 条 件 是 
1) 6=0, mC+n) a6+2D) =0, ma+ (I+n) (+2) =0, 
(相当 于 和 == 和 == 和 5 一 0)， 
2) 6=0, a=!l+n=0 (相当 于 为 = 和 一 6=0)，; 
3) 6=0, mL 二 人 =ob+2D), olen+t+b+27) 一 
0 二 2 TD]=0 (相当 于 入 = 和 N= 和 w=0)，; 
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4) $=0, m=Bog, 0 一 37 二 50， 由 十 2 人 2 二 202 一 0 
(相当 于 入 = 和 5 二 十 DAs 一 Dh 二 hs ho 一 2N6 一 和 2 二 0). 

证 明 从 略 , 作为 习题 

注 1， 在 方程 的 转化 时 多 可 以 相差 一 个 xw， 这 时 相应 的 各 ， 
As,，…，he 都 变 号 , 而 和 ,V4(% 二 3, 5, 7) 则 不 变 ， 

注 2， 虽 然 理论 上 要 求 出 2s, v7 的 表达 式 (ws 不 难 )， 借 以 判 
定 原 反 的 稳定 性 及 其 为 细 焦 点 的 阶 数 是 可 以 办 到 的 ， 但 表达 式 很 


演 , 不 易 进 行 简 化 ，1L183] 先 从 研究 具 形 式 
一 一 9 十 coo 人 十 61100 + toa Y, 
dy ， 。 (12.16) 
Br T+ bso + byt Cosy 
的 二 次 系统 以 (0, 0) 为 6 阶 细 焦 点 (= 二,，2,，3) 的 充 要 条 件 着 手 ， 
然后 进而 导出 (0, 0) 为 中 心 把 的 充 要 条 件 ， 所 得 的 两 组 结果 都 较 
为 简单 而 便于 应 用 .下 面 介 绍 [183j 的 几 个 定理 ,证明 从 咯 . 
定理 2.2 对 系统 (12.16) 引入 判定 量 
Wi=Aa—BB, 
Wa= [B854—B)+a(dB—o]y, (12.17) 
Ws= (AB+Ba)yd, 
其 中 
A= Qo0 + too, B= ba0t bos, QC= 011+ 2 00a, B= bi 2 go0, 
Y= bs0 A — (490—011) A B+ (bo0s— 011) A 一 cos BS, 
6=—ats 二 020 十 G02 4 十 020B， (12.18) 
则 力 (0, 0) 是 天 阶 细 焦 点 不 = 二 2, 3)， 当 且 仅 当下 列 第 万 组 
条 件 成 立 ， 
1° Wi#0; 3 Wi=0, Ws#0, 8 Wi=Ws=0, Ws, 0. 
(12.19) 


时 为 稳定 (不 稳定 ); 
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3) 原 氮 为 中 心 扎 , 当 且 仅 当 太 := 歼 := 歼 :=0. 

由 于 在 研究 (0, 0) 的 稳定 性 时 ， 只 有 当 丈 :=0 时 才 有 必要 去 
考察 所，， 只 有 当 V1= 矿 ,=0 时 , 才 有 必要 去 考察 玉 ， 因 此 ， 如 
果 改 以 

Wi= Aa— BB, 
(04—B)BY, 当 AzO, 

=14{(bDB—a)ay, 当 B40, 
| A=~B=0, (12.20) 
4BY60, 当 40, 
Bayd6, 当 B=zO, 
0， 当 4= 呈 =0 
来 代替 (12:17) 中 的 矿 1， 玫 >, 克 。, 则 定理 12.2 的 结论 保持 不 变 . 

推论 系统 (1216) 以 原点 为 中 心 点 ， 时 仅 当下 列 相 组 条 件 
人 至少 有 一 组 成 立 。 

1) 4A=B=0 (相当 于 入 二 hs 一 Me=0); 

2) a=B6=0 (相当 于 和 = 和 一 和 5 一 0); 

3) 4a 一 BB=Y=0 (相当 于 入 = 和 n= 和 ;=0); 

4) 54—B=5B-a=6=0 

(相当 于 和 一 X5 一 和 十 5 和 Xa 一 5)6 一 和 saX6 一 2X3 一 入 一 0 

定理 1%.3 对 于 系统 QTD) ,引入 判定 量 

Wi=m(+n) —a(b+2D), 

Ws=ma(do—m) [+n) nt) —a (b+21+n)], (12:21) 

Ws=ma’ 20 + nt+2n)] [Orn n+b) —a (b+27+n)], 
则 定理 12:2 ( 改 其 中 的 歼 ; 为 矿 ) 对 系统 (ID 成立. 系统 (ID) 以 
原点 为 中 心 尽 , 当 且 仅 当下 列 条 件 至 少 有 一 组 成 立 ， 

1) G= 十 9 一 0 

2) om (十 2) 一 (8 十 27) ， 

CC 二 2 十 人 一 o2 人 十 2 十 轨 ] =0, oF0, 


2 


上 
WW :一 


8$ 12， 二 次 微分 系统 的 分 类 , 1 类 方程 的 极限 环 241 
3) 作 一 0 十 27 一 0; 
4) m=606, 0 一 37 十 52，202 十 92 人 十 270) 一 0. 
下 面 转 而 研究 (也 类 方程 的 极限 环 的 不 人 存在 性 , 存在 性 和 唯一 
性 .首先 , 证明 一 个 不 存在 性 定理 . 


定理 12.4 方程 
dx 号 dy _ 
a 4 十 !Z 十 02 wy 十 ?1 ， Dr? (1) ,=0 


当 m+ 和 9 =0 时 以 原点 为 中 心 点 ， 当 mQ 十 mw) 天 0 时 没有 闭 和 奇 
闭 轨 线 . 

【证 】 我 们 用 Dualac 函数 法 来 证 明 本 定理 .首先 对 %==0 的 
情 痪 取 Dulac 项 数 


0- 一 9 以 一 全 2 ， 


B(w, y) 一 6 
则 有 + 
当 m=0 时 ， 于 式 右 边 恒 等 于 零 ， (12.22) 成 为 方程 (了 8—0 的 积分 
”因子 , 显 见 原点 是 中 心 点 ; 当 mLz0 时 ， 上 式 右边 在 全 平面 保持 常 
号 , 故 (了 )s-o 不 存在 闭 或 奇 闭 轨 线 . 
大 在 方程 (1 了 so 中 光头 0, 则 取 
B(%, Y) =e "(any 十 oo， (12.28) 
其 中 本 (m 十 MI 十 7) 是 W209-ma--1=0 的 正 根 .可 
以 算出 


二 (BP;) + BA) =oml tnoy to) "em 


因此 , 当 mQ+%) ~0 时 原点 是 中 心 点 ; 当 mmC+ 人 风头 9 时 上 式 右边 
在 半 平面 "一 aog 十 c>0 中 保持 常 号 ， 注 意 原点 位 于 此 半 平 面 中 ， 
且 直 线 onog 十 ac 一 0 被 方程 (Do 的 轨 线 从 同一 方向 穿 过 , 可 徊 
(D0 不 存在 闭 轨 线 ， 又 因 鞍 点 (0, 二) 在 直线 o 一 nay+a=0 上， 


者 存在 奇 闭 轨 线 , 则 它 应 经 过 鞍点 , 且 以 过 著 点 的 某 两 条 分 界线 作 


(12.22) 
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为 它 的 构成 部 分 ,由 前 面 的 讨论 知道 这 也 是 不 可 能 的 。 定理 证 毕 . 

(1D)s-6 的 全 局 轨 线 图 已 在 [1L94} 中 研究 清楚 ,如 图 12:1 一 12*7, 
其 中 已 设 双 =1， 中 心 点 的 情况 (mm 一 0 或 1+2?= 一 0 可 由 8$89 推出 ， 
个 再 另 画 . 

定理 12.5 方程 (了 D 当 mQ+m) =0 而 6z0 时 无 闭 与 奇 闭 轨 
线 , 当 Sm 十 0) >0 时 亦 然 ; 时 6mQ+n) <0 且 |3| 足够 小 时 存在 
唯一 的 极限 环 . 

【证 】 方程 (1D) 当 6 变动 时 构成 以 6 为 参数 的 广义 旋转 向 量 
场 的 完全 族 . 由 于 当 m C++ 人 一 8 一 0 时 ( 们 有 一 系 的 闭 轨 线 , 所 以 
当 和 mL 十 大 一 0 而 人 关 0 时 无 财 与 奇 闭 轨 线 ， 其 次 , 若 8mGC 十 人 去 
0 则 当 |j5| 由 零 增 大 时 原点 的 稳定 性 发 生 改 变 ， 故 由 $ 3 定理 3:7 
知道 , 在 原点 附近 将 出 现 极 限 环 . 又 由 $ 6 VII 段 知 道 , 当 |8| 足够 
小 时 在 原点 外 围 存在 唯一 的 极限 环 ( 这 一 结论 即使 对 方程 (TI) 也 
是 对 的 , 只 要 6[mCt+7w) 一 a 十 22?)] 过 0; 但 对 《IITD), 6 变动 并 不 
构成 旋转 问 量 场 )。 由 于 这 个 极限 环 当 |6| 从 零 增 加 时 它 单 调 扩 大 
而 遮盖 了 原点 的 邻 域 ( 如 果 极 限 环 不 唯一 ， 则 有 的 单调 缩小 ; 但 以 
后 我 们 将 可 看 到 不 论 |5| 多 大 , 只 要 极限 环 存在 , 它 总 是 唯一 的 )， 
故 由 8 3 的 不 相交 定理 (定理 3.2) 可 知 , 在 mF? >0 时 (不 
存在 极限 环 。 征 理 证 毕 2”. 

下 面 的 工作 就 是 要 把 定理 12.5 中 的 假定 “|8| 足 够 小 ” 去 挥 ， 
即 要 证 ， 只 要 方程 (1) 存在 极限 环 ,， 它 总 是 唯一 的 . 这 方面 国内 有 
[16, 195, 196, 197] 等 工作 , 到 1967 年 已 完全 解决 这 一 问题 ， 但 
L196] 与 1197] 分 别 到 1975 和 1978 年 才 发 表 ， 在 苏联 有 [118j 与 
L198] 的 工作 ， 我 们 的 证 明 方 法 说 明 ， 要 解决 (1) 类 方程 的 极限 环 


tsi 


1) 5m(1++m) >0 时 (D 不 存在 极限 环 也 可 由 微分 方程 的 比较 定理 看 出 。 例 如 。 设 
mi 人 (十 轨 > 0 则 已 知 原点 为 (D)o-。 的 不 稳定 焦点 , 且 方 程 无 极限 环 , 于 是 可 知 (D)eo 的 
原点 也 是 不 稳定 焦点 , 且 当 t 增加 时 从 同一 常 点 出 发 的 (Deo 的 轨 线 常 在 (TD)s-o 的 加 
线 的 外 侧 , 故 前 者 也 没有 极限 环 ， 
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的 唯一 性 问题 , [1 的 唯一 性 定理 已 经 够 用 了 、. 
由 于 mw 天 0 是 中 类 方程 存在 裤 限 环 的 必要 条 件 ， 故 今后 不 妨 
设 m=1?、 同 时 不 失 一 般 性 , 可 设 
m=1, 1+n>0, 8<0. (12.24) 


引 理 现 .1 当 直 n>0, 6+ 二 -<0 或 2) n<0, 8(1+n8)< 


一 4 或 3) il<0, 86+n<0 时 , (D 无 闭 轨 线 与 奇 闭 轨 线 . 
【证 】 1) 我 们 采取 类 似 于 $1 定理 1.13 的 办 法 , 取 


M (%w, y) =exp| ~ 1— 4 (y+ 之 -)]， Bl%, Y) = 2nM (z, y), 


-exp| 1 (y+ ) {2ne—(~y+ ov+le + y+ny’)}, 


- -2 yt de tl + oy tay) exp| ~ 1—4nl (y+ 之- )| 
于 是 由 Green 公式 ， 如果 由 在 原点 外 国 存在 阅 或 才 半 雪线 了 它 
必 为 正定 问 , 故 有 

hPaeraw-- 几 器- 他)was 
但 容易 算出 上 式 左 边 之 值 为 和 

中 (BQs— PsM) Psdi— BPs:Qs dt -中 M7 di<0, 

而 右边 之 值 为 


— | (1+2n8)M(%,y) dv dy >0, 


节 盾 , 故 了 不 存在 . 


1) 为 了 会 究 任 一 二 次 系统 , 一 般 常 可 通过 适当 的 2 y, + 的 相似 变换 ， 而 把 方程 
(IID 中 某 三 个 非 零 的 系数 固定 于 确定 的 数值 . 

2) 这 一 结 朵 最 先 由 [194] 得 到 , 促 证 明 较 繁 ， 且 有 限 加 条 件 ?>>0。 这 里 采用 的 是 
[27j] 的 证 法 。 
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2) 先 作 变 换 人 = 十 5， 2' 一 2， 再 把 wy 仍 记 为 2 9, 则 (D) 
变 为 

Be 81 48) — (142n8) y+ + oy tn, Y= 一 zw (12.25) 
然后 仿 前 取 
Mw, YW) =oxp| Te (+ 2ny) |, Bo Y) =~2nM lo, 9), 
N (%, 9) = hl (ew, Ws b=p[dL+nd) + — (L+2n8), 
w>0 且 4 二 +k0. 
再 取 -QsB- PM, 6 -PhB 一 NW Qs 其 中 Ps, 为 (12.25) 
两 方程 的 右 方 ， 以 后 的 证 明 与 一样, 从 咯 ?， 

3) 当 n>0, 1<0 而 8=0 时 (Do 的 轨 线 图 见 图 12.5 与 
12.7， 由 此 可 见 ， 从 右边 进入 鞍点 ( 0, 二 ) 的 分 界线 在 过 鞍点 且 与 
分 界线 在 此 点 相 切 的 直线 的 下 方 . 今 若 Sm 一 0, 则 分 界线 在 贰 点 
(0. 工 ) 的 切线 为 四 +z= 卫 令 万 -中 十 w 计算 党 (DD 的 轨 线 的 
改变 量 , 得 


dV | (HzT1o2=1oa<0. 


gt V=1i 
由 此 可 见 , 当 6 从 零 减 少 到 一 即时 ， 上 列 两 图 中 从 右边 进入 (0， 工 ) 
的 分 界线 不 但 已 转 到 从 左边 离开 ( 9, 二 ) 的 分 界线 的 外 边 去 ， 日 


已 经 转 到 直线 my 十 z=1 的 上 方 去 了 , 所 以 这 时 极限 环 当然 后 已 个 
存在 了 . 当 SG<< 一 和 4 时 情况 更 是 如 此 . 引 理 证 毕 . 


推论 >0 I<0 而 n+l>0 时 只 要 < 地 方程 (了) 必 己 
不 存在 极限 环 . 
[证 】 因为 "与 喜 - 中 必 有 一 个 不 小 于 二 也 


MP 


1) 这 一 结果 最 先 在 本 书 第 一 版 由 得 到 ,但 证 明 很 紧 。 
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引 理 12.2 设 5<0,1>>0, 6 六 0, 一 1<0, 则 方程 


dx 
at 


当 5 十 1 一 0 时 不 仓 在 闭 轨 线 ， 
【证 】 作 变换 *= 工 -eg= 纪 则 (12.36) 化 为 


= ytdotl ty, Wwtay (13.26) 


CO 一 此 dy 一 上 
TY b+-be™”, i =1—e ?+ay, 
再 化 为 二 阶 方程 , 得 


方 十 (te 一 0 有 十 (1—al) (ie ®)=0, 
最 后 化 到 Liénard 平面 , 得 到 
te DD) aD) (le™). (12.27) 
今 设 (12.27) 存 在 闭 轨 线 矿 ， 不 妨 设 荆 是 最 千 近 原点 的 那 一 
条 .出 于 4 一 1 过 0， 易 见 (0, 0) 是 (12.27) 的 稳定 焦点 或 结 点 。 但 
是 另 一 方面 , 计算 发 散 量 沿 着 工 积分 一 周 的 值 , 得 到 
中 (mg—1e-dt = 中 (gle-z)dt — b 1 05) dt 中 (a—Dadi<0, 
即 廊 亦 须 是 稳定 环 , 不 可 能 . 引 理 证 毕 . 


引 理 12.3 当 1>0, n>0, 8< 一 二 时 方程 


ot 
在 半 平 而 x< 二 上 不 存在 极限 环 , 其 中 


莞 = 一 9 一 下 人 型 一 go) (12.28) 


61—1],9(%) = 人 一 no)e 2 


[证 】 当 8 一 子 时 , (12.28) 成 为 


am 一 -一 人 -i Lo 一 一 3 一 上 入 2 
可 CE， 让 (0 一 72000 CT22 (12.29) 
记 Hl(%, y) = 可 0 二 | (s 一 ?896 01s， 
心 


则 且 (w, 9) 二 0 是 一 未 包 几 (0, 0) 的 闭 曲 线 , 它 是 方程 组 
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守 —y, 名 -~ = (¢— nw )e-Y (12.830) 


的 闭 轨 线 族 , 沿 着 方程 组 (12.29) 的 雪线 计算 -< ee, 得 


aH oH ar ,oH dy __ 3lz 1 
dd Or oy 并 = 所 (1- 一 ?Je ol 


故 (12.29) 不 存在 极限 环 ， 由 于 方程 组 (13.28) 可 由 (D 经 变量 代 
痪 转化 过 来 +, 而 (D) 关于 参数 8 构成 广义 旋转 向 量 场 , 所 以 当 3< 
-地 时 (12.28) 也 不 存在 极限 环 ， 引 理 证 毕 

定理 12.6 对 于 任意 的 6, 1，%, 方程 (D) 至 多 只 能 有 一 个 极 
限 环 . 

【证 】 由 前 知 可 设 (12.24) 式 成 立 ， 即 142>0，3<0， 下 面 
分 几 种 情况 分 别 加 以 证 明 . 

(一 ) w=0 或 1=0 的 情况 . 


当 n 一 0 时 (4) 成 为 
cx 3 yy : | 
一 一 4 十 GZ 十 7 十 WU/ -一 (12.31) 


令 z=1 一 e ,y= 一 VY ,t= 一 7, 则 (12.31) 变 为 


从 ~ 一 久 一 [(8 上 Der 一 (3 十 21 -+le =m —y—F(e), 
| 一 e 一 go )， 


这 里 g(w ) 一 1 一 er* 连续 ,gc >0 当 2 关 0, 又 
G(+co) =| 9C)ar- 十 ce。 


又 由 je) = (wv) = (6+Der 一 le™” 看 出 了 (vw ) 连 续 , f (0) 一 < 
0, 而 


da [fe | eT 0+ GHD -D > 
2 9) (一 33 


1) 见 后 面 的 方程 (13.34) 。 
2) 参看 定理 12.5 证 明 中 的 脚注 ， 
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因为 由 引 理 12.1 知道 ， 当 极限 环 存在 时 必须 8+1>>0.、 这 样 ， 


i 在 ( 一 00, 0) 与 (0, 十 0) 中 部 是 不 减 函数 , 由 36 定理 6.4 
即 得 证 极限 环 的 唯一 性 ”, 


当 7=0 时 (成 为 


Cl me 身 dy | bd 

本 一 一 gz 十 友 十 09。 -一人 (12.32) 
令 w =y, y 一 2 一 0y 一 二 信 Tt 二 一 t, 则 (12.32) 化 为 

QV f / Oy / 

-一 -一 二 一 一 一 一 一 -一 一 一 2 

YF), 9), 《12 .33) 


其 中 Co) 一 cx 十 于 sa, g(z0) 一 or 一 mas， 易 见 (12.33) 若 存在 
极限 环 ， 必 位 于 半 平 面 v“< 二 中 ， 注 意 到 1+m3>0, 于 是 和 4 一 0 
的 情况 一 样 ,容易 验证 /(0) 一 (0) 3<0, 三 在 (一 co, 0) 与 
(0, 二) 中 为 不 减 函 数 ， 这 就 证 明了 (12.33)， 从 而 (12.32) 至 多 只 


有 一 个 极限 环 . 
(二 ) 1>0, 2>0 的 情况 . 


在 (I) 中 作 变 换 yy 
=: 0 pl = 一 ”一 pm 和 
化 ue 2 4 澳 ， dr < 用 
可 得 和 一 (一 1 十 20)6 27 十 (SS 十 2 We ,一 


再 化 为 > 的 二 阶 方程 , 得 
2 一 (一 好 十 9il'3ye-3z (+w) ey’, 
最 后 化 到 Liénard 平面 , 并 改 z 为 一 5, 得 


dx” tw +olt+l  - 071 / / 

入 ——y + e wy — Fo), 

dy (12.34) 
WY (on)e se gy). 


1) 实际 上 我 们 用 的 只 是 它 的 特例 ， 即 [111] 的 唯一 性 定理 ， 其 条 件 见 定理 6.4 后 
画 的 往 意 土 .本 书 以 后 凡 提 到 定理 6.4 时 , 如 无 特别 声明 ,都 是 指 [111] 的 唯一 性 定理 . 


1 ~ bd 41 
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(t3.34) 若 有 极限 环 必 位 于 半 平 面 "< 工 中 。 这 时 有 
f(0) =F’(0) =6<0, wg(%) 一 203 人 一 0 es >0 当 2 关 0. 
为 了 证 明 (D 至 多 只 有 一 个 极限 环 , 只 需 证 明 在 (一 co, 0) 与 (0, 元 ) 
区 间 中 有 


of ff) WU, 2) jz 加 
pe I(O = (0 一 0 60 123) 


其 中 
WA, zy) = 一 rn 二 GT 一 1028)z2 十 (2278 二 1)2 一 0 
一 (一 3 一 2 人 一 四 (2 一 和 十 在 二 292 
Wi(¢) +Wa(y), (12.36) 
而 Wi(%) 一 ( 一 3 一 2 (m1) —1), Walw’) = (1+n0)%. 
为 了 证 明 (12.35), 除了 4< 二 , 1>0, n>0 以 外 ， 由 于 引 理 
12.1 与 引 理 12.8， 只 需 在 条 件 一 二 一 8 一 0 及 - 子 一 8 一 0 之 
下 来 证 明 丈 @ 2)>0 即 可 . 
i) 当 w<<0 时 , 由 (12.36) 的 第 一 行 立 刻 看 出 不 人 >) >0. 
i 当 0<w < 一 8 时 ,由 于 Wi(2) 之 0, Ws(w) 之 0, 获 
WU, »)>0. 
诈 ) 当 -8<w'< 二 时 ,注意 到 
WU, ~)=W(0, 一 0 一 一 06 内) >0， 
0 加 0 RN 
DW, -8) = -18(1+n8) > a WO, -6) =0, 
故 有 e>0 使 当 一 6 过 vw 二 一 8 十 8 时 成 立 
We, 2»)>W(0, 2), (12.37) 
但 WWQ, 2 一 歼 (0, co 一 1 (一 3 一 2 (nw' 一 1) 只 有 三 个 零点 ?一 
0, v' 一 一 8 和 w' 一 二 , 因此 在 整个 区 间 一 8<o < 二 中 (12.37) 都 
成 立 ， 显 见 : 
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W(0, 2)=ns?+2n6r —6=n(v + —6d (+n) >0, 


故 当 一 8<w/< 二 时 有 WW(l, o >0. 
综合 站), 认 , 者), 即 得 (1235)， 


(三 ) 2<0 的 情况 . 
在 (中 作 变 换 
v=V+AY, Y=Y, (12.88) 
其 中 
一 一 > 0. (12.89) 
是 方程 
LWA+n=0 (12.40) 


的 正 实 根 , 则 (1T) 变 为 
= (6 + 6Dy tot Qt wy 


, (12.41) 
Y 一 人 十) | 
再 令 
2Al+1 ., yy a 
(12.42) 
则 方程 (12: 行 ) 又 变 为 
Qo 人 一 入 _ LV/ A -8% 十 1 十 工 2 
Wr Mi’ Yami1 TY 
一 一 信 十 人 0 (12.43) 
ys A f 
一 V1 十 一 /= 一 一 一 = 4 一 21 十 
dy VBTT Yt 
其 中 
9 Sn 
9 I>, 
| 、 ^ 十 (12 .44) 
0 一 -一 一 一 一 一 一 >>0. 


\/ 2- 一 SA 和 X 十 工 
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yy + D+ (+n) 

S41 N+DOTUTR 19.45 
TMTD VE (12.45) 
当 8=0 时 有 8 二 >0， 又 


9 arm XI 一 MGS 二 8MTX 一 SA 十 2 
2 (TO) 2(2NMT+1) WN —ONA+1) >0. (12.46) 


可 见 6'+V 是 6 的 单调 递增 函数 ， 当 5 从 0 变 为 负 值 时 ，8' 十 7 单 
调 减 少 ， 这 时 


wo'—1= AL6— (+n) 


(3M+1) VA —6N+1 


由 引 理 12.2 及 (12.45) 式 知道 , 当 5 一 一 二 全 时 方程 (D 不 存在 


闭 轨 线 .但 (了 D) 关 于 参数 6 构成 广义 施 转 向 量 场 ， 故 (D 当 


53< 一 了 时 都 不 存在 闭 轨 线 ?, 于 是 由 (12.46) 知 道 , (12.43) 当 


8'+V<0 时 都 不 存在 闭 轨 线 .， 因 此 以 后 要 研究 (12.48) 的 极限 环 
的 唯一 性 , 不 妨 假设 其 中 5 十 />0. 

为 了 要 应 用 8 6 的 定理 6.4 来 证 明 方程 (DD 的 极限 环 的 唯一 
性 , 可 先 在 (12.43) 中 令 衣 = —Y, 0 一 人， 并 将 Y 改 号 ， 使 得 原点 成 


一 0. 


为 不 稳定 , 便 得 
dx Rm dy mt . 
一 62 一 7， 22 十 20， 7 一 4 一 0 3 (12.47) 


然后 象 引 理 12.2 中 对 方程 (12.26) 那样 , 在 (12.47) 中 作 同 样 的 变 
量 代 换 , 再 化 为 二 阶 方程 , 最 后 化 到 Liénard 平面 , 即 得 ( 仍 记 自 变 
数 为 总 因 变数 为 x, 9) 

Oa 


Ey [tre tor -2 =- -y—P(e), 


Wa) Le to (+I (Fl) =9(0). 
/ (12.48) 


1) 参看 定理 翅 :5 证明 中 的 脚注 ， 
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现在 只 要 验证 386 定理 6:4 的 条 件 是 否 满足 就 好 了 ， 我 们 有 
f(2)= (6+ ete +a, f(0)=a’+6<0, (2.:49) 
这 里 f(%)= 二 了 7(w). 又 
qa rf(w) 
he ezes | 
| (1 -2681) (047) (ef 62) 


十 (4 一 四 (ow +6)e -oa (6 +)) (a are / , 
ed ora eT > M2 


因为 
6 十 />>0, 工 一 2077 = 


1 17/ Al—1i / 
on > 0 一 N+ 0a 1820 


此 外 ,由 9(oO) = 过 一 6 一 0 十 a 6 十 六 的 知 go) 一 0 的 轨迹 
为 一 错 直 直线 4 一 0, 故 zg(z) >0 当 w 关 0， 综 上 所 述 , 即 知 [111] 
的 唯一 性 定理 的 一 切 条 件 都 满足 . 
(四 ) “一 0 的 情况 ， 
这 时 仍 取 入 <0) 如 (12.39) 式 所 示 .。 那 末 从 (1t2.41) 式 一 直 
到 (123.49) 式 都 照样 能 成 立 。 例如， 变换 (12.42) 仍 有 意义 ， 因 为 
X22 一 BX 十 1 当 |51 甚 小 时 为 正 ， 而 当 )a 一 3 二 1= 0 时 方程 (12.41) 
有 过 原点 的 积分 直线 < 一 0, 显然 已 不 存在 闭 轨 线 了 .因此 在 研究 
极限 环 的 唯一 性 时 不 妨 设 
和 2 一 0 人 十 1>0 或 SG> 一 -一 
利用 (12.51) 易 见 | 
MI—NIG+SN+N -6+2= (一 9 Ql+A) +2(+2N) 一 和 
一 一 多 (人 一 3) 十 2( 革 十 22 仿 一 = 一 信人 十 人 +2(+2NAD +nd 
MX 十 也 
和 


和 二 一 (12.51) 


-和 (二 人 十 呈 二 和 十 3 人 (十 27)7) 


aa 


改 (12.46) 式 亦 成 立 ， 最 后 , 由 于 ow 一 V<0 显然 成 立 , 故 引 理 12.2 
也 成 立根 据 引 理 二 .1 的 结果 知 可 设 3> 一 去 -, 这 时 (12.50) 式 
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右边 的 分 子 有 正 的 最 小 值 , 从 而 (12.50) 式 也 成 立 ， 定 理 证 毕 . 

有 了 这 个 定理 再 加 上 旋转 向 量 的 理论 , 立刻 知道 当 8mC 十 由 
<0, 且 18| 从 0 零 大 时 , 因原 点 改变 稳定 性 而 产生 的 唯一 极限 环 将 
单调 扩大 ， 最 后 在 8 取 值 8 一 (lm, 中 时 过 有 限 远 或 无 限 远 吉 
点 成 为 分 界线 环 而 消失 .由 图 12"1 一 12.7 诸 情况 容易 看 出 ， 只 有 
在 ws0 的 时 候 分 界线 环 上 有 两 个 无 限 远 较 点 和 一 段 赤道 ， 而 当 
n>0 时 分 界线 环 上 只 有 一 个 有 限 远 鞍 点 (0, 二 ). 

至 于 函数 "一 了 (4,m, 由 是 代数 函数 还 是 超越 函数 , 分 界线 环 
是 代数 曲线 还 是 超越 曲线 ， 这 两 间 题 都 远 未 解决 。 在 这 方面 苏联 


Mi. 1. Poser[199j 做 了 一 些 数 值 计算 , 他 在 % 到 0 时 把 (1)m-1 化 为 


do __ 9 9 dy __1 _ 1 
1 yy 十 627 十 人 2 十 920 一 人 了 一 人 (p= 一 ,g 一 一 一 )， 


然后 根据 大 量 数值 计算 的 结果 画 出 分 枝 曲 线 图 12.8(n=0 的 情 
况 ) 和 分 枝 曲 面 图 12:9， 但 即使 在 %= 0 的 情况 他 也 没有 得 出 5= 
f(0) 曲线 的 一 个 近似 表达 式 . 
至 于 用 定性 方法 得 出 保证 (DT) 存在 极限 环 的 8 的 变动 范围 的 
结果 也 不 多 , 见 本 节 习 题 . 
注意 1，(D 类 方程 可 直接 化 为 二 阶 非 线 性 方程 , 因此 它 在 实 
用 上 的 价值 最 大 . | 
注意 2， 由 定理 12.4 可 知 (了) 类 方程 的 焦点 最 多 只 能 是 一 阶 
细 焦 点 , 但 (ID 类 方程 却 可 以 有 三 阶 细 焦 点 , 见习 题 4. 
注意 3， 苏联 数学 家 在 [200] 和 [201] 中 又 对 定理 12.4 给 以 
0.5 
0.3 


0.1 
0O 9.8 1 2 坊 和 8 
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图 12.9 


新 的 证 明 . 这 种 证 明 不 存在 闭 轨 线 的 方法 后 来 又 在 L202] 和 [203] 
中 得 到 推广 和 应 用 . 


习 题 

i, 证 明 (12.4) 式 前 面 的 论断 . 

2. 讨论 当 (12.9) 只 有 零 实 根 时 两 种 分 类 法 之 间 的 关系 ， 又 当 %=%n==0 
时 两 种 分 类 法 之 间 的 关系 . 

3. 证 明定 理 12.,1. 

4. 利用 § 9 的 PayrmHH 方法 证 明 (II) 类 方程 在 原点 附近 有 可 能 出 现 三 
个 极限 环 . 

5. 证 明定 理 12.2 的 (12.17) 可 以 改 用 (12.20) 夹 代替 . z 

6. 证 明 图 12.1 到 图 12.7 的 正确 性 ,并 画 出 GT 二 2) =0 时 (I)swo 的 全 
局 图 形 . 

“了. 补 证 引 理 12.1 的 结论 2). 
8. 设 在 (DD) 中 1=0, m=1, 6<0, 征 0<n< 革 = < 则 在 原点 


3 2 
附近 存在 不 稳定 极限 环 . 
9. 设 在 (1)m-1 中 有 4In~1 先 证 当 5= 一 21= 一 二 - 时 (Da-l 已 不 存 
在 极限 环 ,然后 再 证 极限 环 存在 时 必 为 唯一 [195]. 
10. 证 明 当 a=B=0 时 方程 (IIT) 不 存在 极限 环 , 又 m=n-0 时 则 有 可 
能 存在 极限 环 . 
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轨 线 的 全 局 结构 


”在 上 节 中 我 们 已 经 看 到 ， 关 于 第 I 类 方程 最 主要 的 是 两 个 问 
题 , 一 个 是 确定 Ps(w, 引 中 必 的 系数 6 的 变动 范围 ,以 保证 极限 环 
的 存在 ; 另 一 个 是 极限 环 的 唯一 性 问题 ， 至 于 第 开 类 方程 ， 除 了 
上 述 两 个 问题 以 外 , 还 有 另外 三 个 重要 的 问题 , 即 ，1) 已 知 方程 不 
存在 闭 轨 线 时 ， 应 如 何 确定 其 轨 线 的 全 局 结构 ? 2) 当 方程 有 两 个 
指标 为 十 1 的 奇 点 时 , 两 奇 点 附近 的 极限 环 的 产生 与 消失 是 怎样 
彼此 互相 影响 的 ? 8) 当 一 个 奇 点 外 围 有 可 能 出 现 多 于 一 个 极限 环 
时 , 环 的 唯 二 性 , 唯 三 性 等 问题 ， 本 节 先 研究 第 一 个 问题 , 首先 , 易 
见 成 立 ， 
定理 ”方程 
a 


Ymnoytny, 人 = 一 2 十 CO) (18.1) 


当 mn=0, 时 有 一 个 或 两 个 中 心 点 , 当 mn 关 0 时 无 闭 轨 线 与 奇 闭 办 
线 ， 

证 明 时 可 取 Dulao 冰 数 

Blz%, y) 一 

详情 从 略 , 作为 习题 . 

在 mn=0 时 (18- 1) 的 轨 线 的 全 局 结构 容易 确 定 (mw 一 0 时 见 
图 13.5, n=0 时 作为 习题 ). 现在 假设 mn 关 0， 于 是 经 过 适当 的 
2 y, ti 的 仿 射 变换 可 设 %= 一 1, %<0， 这 样 就 得 到 方程 


de _ 
at 


这 方程 有 四 个 奇 点 ，0(0, 0) 是 焦点 , 当 m>>0 时 为 稳定 , m<0 时 


1 


一 (13.2) 


= y(ty-mo), Wel+aw). (18.3) 
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为 不 稳定 ; 林 (0， 一 1) 是 鞍点 , 此 外 还 有 
1 1 +m 

N(-=,0) 和 及 -二 ,一 上 于). 


wo vv 


容易 算出 (13.3) 在 点 六 的 一 次 近似 方程 的 特征 根 是 十/ 人 一， 


a 


因此 当 m 过 一 a 时 信 是 鞍点 , 从 而 如 是 焦点 或 结 点 , 位 于 访 下 方 ; 
当 m= 一 一 @ 时 及 =V 入 成 为 高 阶 奇 点 ;: 当 mm> 一 4 旱 久 是 焦点 ,R 是 
鞍点 ， 位 于 入 上 方 。 下 面 先 就 m 过 一 @ 的 情况 来 研究 (13.3) 的 罗 
线 的 全 局 结构 . 

首先 ， 研究 直线 MN. 


上 雪线 的 穿 过 方向 。 令 石 一 z 士 艺 则 在 下 上 有 


vz 十 和 二 二) (2 一 Qy) 十 (m—T+a)ey 
(mt) 
由 此 可 见 ， 当 m= 二 一 g 时 五 六 是 轨 线 , 而 当 m 土 a 时 此 站 
线 被 两 奇 点 了 与 术 分 为 三 眉 ， 在 每 一 段 上 轨 线 都 有 相同 的 穿 过 
方向 
其 次 , 研究 无 限 远 奇 点 ， 将 (13.3) 化 为 齐 次 举 标 , 再 令 2=1 


和- 一 2 可 得 方程 
de lyst —mYy), oY 一 十 多 十 他 2 十 吃 my. (18.4) 
直上 可 见 | 无 限 远 奇 点 44(1， ys, 0) 的 y 坐标 满足 方 各 
y—myta=0, | (13.5) 
当 g(274--4m3) <0 或 加 4a>4ms 时 (13.5) 有 三 个 相 异 的 实 根 . 
对 应 的 无 限 远 奇 点 为 4 (1 yi, 0) (= 二 2 3), 易 见 应 有 
Yi 0 
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若 270=4ms， 则 4 一 4: 成 为 无 限 远 高 阶 奇 点 ; 若 27 gg<<4m22 
则 4 与 4s 消失 ,只 剩 下 一 个 4s. 
容易 算出 在 奇 点 4; 的 一 次 近似 方程 的 两 个 特征 根 是 
My—myh, Ma=3%~—2m. 
利用 方程 (13.5) 可 以 看 出 
和 一 一 二 <0 对 i¢=1], 2; >0 对 :一 3. (3.6) 


又 ha 表示 (yy, 0) 平 面 上 的 曲线 z 
c= m+tae (4G<0, m<—o0) 
在 它 和 Y 轴 的 交点 (%%, 0) 处 的 斜率 , 故 知 当 m<0 时 有 
和 >>0 对 ?= 3; 二 0 对 % 二 2. (13.7) 
当 mmz0 时 只 有 一 个 4a(1,9%a 0) ,对 它 有 Xe>0. 由 (8.6), (13.7) 
两 式 可 知 4: 是 鞍点 , 4 是 稳定 结 点 , 43 是 不 稳定 结 点 . 
最 后 , 研究 直线 四 HH 上 轨 线 的 穿 过 方向 , 此 直线 的 方程 是 
yw ~Yy—1=0, 
令 V=yw 一 y， 则 在 站 4: 上 有 : 


人 -Ge 了 (全 + yy )+ (mg — Ey ay 


| 一 1 十 二 p= te 183.:8 
( 0 Ys \ ) 


由 此 可 见 , 当 上 且 仅 当 %= 一 4, 亦 即 gs 一 一 4>0 时 下 才 是 方程 
(18.2) 的 胃 线 , 这 时 一 a 应 满足 方程 (13: 本 ,从 而 mm 一 十 一， 针 
了 A 与 及 NW 在 四 = 工 一 4 时 重合 成 为 轨 线 。 要 判定 (13.8) 右边 
的 符号 , 注意 和 所 满足 的 方程 (13.5) 可 以 政 写 为 
(0 十 oh) (B86+m) (y+o) + (B03+2 6m) (yit+ a) 
To 


在 条 件 m< 一 4 之 下 有 35 十 吧 <0, 3836 十 2am>>0, 由 此 可 见 
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1. 当 m< 二 -0 时 十 4 过 0 对 %=1, 2, 3，; 


2. Wm> 二 -a 时 全 十 g4<<0 yata<0, ga 十 CD 
这 样 下 Z, 上 轨 线 的 穿 过 方向 就 可 由 (13.8) 来 确定 . 

此 外 ， 还 可 确定 m 关 二 一 4 时 , W， 寻 与 诸 直线 政 示 的 相对 
位 置 如 下 : 

1 当 m> 主 -4 时 术 在 天 A, 与 了 Js 之 间 


2. 当 m< 二 4 时 依 在 肌 而 的 上 方 


3. 有 R 恒 在 一 切 衣 4 的 下 方 ， 
图 13.1 所 通 的 碗 是 


m< 工 一 @C，27 60>4m 


时 的 轨 线 分 布 情况 ， 利 用 等 倾 线 
Ps(%, Y) =0, Qa(z, Y) =0 

以 及 诸 直 线 用 入 ， 4, 上 轨 线 的 穿 过 方向 ,可 以 把 经 过 鞍点 1， 

入 ，A1，A1 的 分 界线 的 去 向 完全 确定 ， 除 了 两 条 以 外 ， 例 如 从 到 
出 发 进入 右 半 平面 的 分 界线 必定 夹 在 型 4 与 政 43 之 间 ， 因 为 如 
果 它 在 析 As 的 上 方 (或 在 天 As 的 下 方 )， 那 末 它 的 下 方 (上 方 ) 邻 
/ 近 的 轨 线 亦 将 进入 承 4 的 上 方 (或 
用 4 的 下 方 ), 这 是 不 可 能 的 .于 是 
这 条 分 界线 最 后 就 必 进 入 4 此 
4 外， 从 帮 上 方 进入 下 的 分 界线 必定 
来 自 4s， 从 下方 进入 用 以 及 进 
入 刀 的 分 界线 必定 来 自从 N 
2 向 右 下 方 出 去 的 分 界线 必定 进入 
,mn<0,m<-a27a>4rwp As， 从 MM 向 左下 方 出 去 的 分 界线 
图 13.1 以 及 从 A 出 来 的 分 界线 都 应 进入 
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As, 这 些 都 是 很 显然 的 ， 现 在 我 们 来 证 明 ， 从 左下 方 进入 W 的 分 
界线 必定 来 自 O， 因 若 来 自 4a, 则 从 站 向 左上 方 出 去 的 分 界线 
只 能 绕 向 0, 但 0 当 m<0 时 为 不 稳定 奇 点 , 因而 在 O 外围 将 出 现 
稳定 极限 环 , 这 是 不 可 能 的 .其 次 , 点 六 左 方 两 分 界线 不 可 能 重 
合 而 构成 包围 点 0 的 分 界线 环 , 因为 在 定理 12.1 的 附注 2 中 已 说 
过 ,方程 (13.3) 不 存在 奇异 闭 罗 线 2。 否定 了 上 述 两 种 可 能 性 , 并 
注意 覆 玉 上 轨 线 的 穿 过 方向 , 就 可 知道 自 左下 方 进入 太 的 分 界线 
必定 来 自 0. 

为 了 确定 方程 (13.3) 的 轨 线 的 全 局 结构 ， 我 们 还 必须 知道 从 
W 向 左上 方 出 去 的 分 界线 与 自 左 上 方 进入 MM 的 分 界线 的 相对 位 
置 ， 利 用 前 面 所 说 的 方法 , 在 条 件 


m< 二 —a, 270>4m 


之 下 我 们 无 法 肯定 究竟 它们 的 相对 位 置 是 怎样 的 ， 在 这 里 存在 着 


1. 在 条 件 m< 二 一 ,274>4ms 之 下 , 这 两 条 分 界线 的 相对 
位 置 实际 上 是 完全 确定 了 的 , 不 过 我 们 找 不 到 方法 来 证 明 黑 了 . 

2 在 条 件 m< 二 a 274>>4ms 之 下 ， 这 两 条 分 界线 的 相对 
位 置 确实 还 可 能 出 现 三 种 不 同 的 情况 . 


”1 我 们 就 这 一 具体 情况 来 把 不 存在 奇异 闭 轨 线 的 证 明说 得 更 清楚 一 些 ， 比较 方 
程 (13.8) 的 轨 线 在 两 点 了 1i(%, 功 与 Fa(%， 一切 的 斜率 的 绝对 值 ， 其 中 y>0, 是 玉 i， 
Fa 都 在 直线 1 一 MX 十 4 一 0 的 上 方 , 可 得 

zt 二 ao) jzGL+az)| _ 

dr | rs, y(ty— me) YAL 一 4 一 Wo) 龟 
因此 根据 比较 定理 就 可 知道 ， 对 于 直线 1 一 mw 十 y 二 0 上 方 的 闭 雪 上 或 奇异 闭 轨 线 
了 , 卫 位 于 2 轴 上 方 的 部 分 关于 2 办 的 对 称 线 将 全 部 包含 于 了 位 于 2 轴 下 方 的 部 分 与 
2 轴 之 间 , 设 G 为 二 的 内 域 , 则 易 见 下 时 应 有 


几 ( 宇 + ea ) 2 )eay=|| myar ay>0, 
6 


这 是 和 Bendixson 定理 相 了 矛盾 的 ， 孟 不 存在 ， 
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到 底 是 工 对 还 是 2 对 呢 ? 这 就 是 本 节 所 要 解决 的 第 一 个 问 
题 . 
”在 解决 这 问题 之 前 , 我 们 先 来 看 一 下 当 m 与 4 满足 其 他 一 些 
类 似 的 条 件 时 , 方程 (13.3) 的 轨 线 的 全 局 结构 ”， 用 和 前 面 一 样 的 
办 法 可 以 画 出 在 条 件 


-4<m<0, 274>4m 


之 下 的 全 局 结构 图 (图 13-2), 这 时 没有 出 现象 图 13.1 的 那 类 问 
题 , 主要 的 原因 是 由 于 线段 及 玉 上 轨 线 的 穿 过 方向 与 图 13-1 不 
同 了 ， 伪 此 , 可 以 画 出 


mm 一 二 一 <<0 27 a>4m 


时 轨 线 的 全 局 图 形 , 这 只 要 在 图 13.2 中 把 五 改 为 轨 线 就 可 以 
了 ， 其 他 分 界线 的 去 向 都 与 图 
13.2 一 样 ， 故 不 另 画 . 

若 在 以 上 三 种 情况 中 保持 
其 余 的 不 等 式 , 而 把 274> 4oos 
改 为 
z 27 4 =4m3, 
那 末 对 应 的 全 局 结构 图 就 可 由 
原来 的 图 形 中 令 41 一 As 而 得 
到 , 这 时 41= 4 是 半 鞍 结 点 . 

在 再 改 37 6 一 4m3 为 

z 27 WA4 ms 
(但 仍 设 m<<0), 则 41 = 4s 消失 ,这 时 在 第 四 象限 中 就 产生 从 
出 来 的 分 界线 与 进入 太 的 分 界线 的 相对 位 置 应 如 何 确定 的 问题 . 
但 是 由 于 现在 丸 是 不 稳定 焦点 或 结 点 ， 又 已 知 方程 (13.3) 没 有 闭 


了 
Bm<0, 27a>dm3 


图 13.2 z 


1) 关于 这 些 条 件 的 可 共存 性 。 请 参看 后 面 的 图 13.11. 
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轨 线 ”所 以 在 四 < 二 一 5 时 这 两 分 界线 的 相对 位 置 仍 可 确定 ， 如 
图 18.3(g)， 13.3(5) 所 示 , 只 有 
/ Tg<m<0, 27 <4m 

的 情况 才 产生 上 述 两 分 界线 的 相对 位 置 的 问题 

为 了 叙述 方便 计 ， 经 过 下 的 四 条 分 界线 记 以 下， 矿 ， 厂矿 ， 
经 过 胃 ( 当 mn< 一 由 或 局 ( 当 mm> 一 由 的 四 条 分 界线 记 以 码 ， 王 
万 ,5 如 图 13.4 所 示 。 

更 在 改 条 件 %<0 为 n=0, 则 方程 (18.3) 有 两 个 中 心 点 ， 一 


= 00 274 <~4m3 m<—a, M0, 270< dm 


(0) (6) 
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个 无 限 远 奇 点 4s， 条 件 mm 所 二 一 4 成 为 6 所 一 4. 图 13.5(a), (2)， 
(0) 中 画 出 的 就 是 m=0; 5< 一 4,4= 一 1 和 a> 一 1 等 三 种 情况 下 
方程 (18.3) 的 全 局 结构 图 

其 次 , 再 设 0<m< 一 4, 这 时 应 有 274<4ms, 但 6 一 二 与 
的 大 小 关系 仍 有 三 种 可 能 ， 由 于 0 与 的 稳定 性 都 已 改过 , 与 图 
18.1, 18.2 对 应 的 现在 有 图 13-6, 18.7. 图 18.6 中 具有 村 与 于 
的 相对 位 置 不 能 确定 , 图 13.7 中 只 有 7 与 五 的 相对 位 置 不 能 确 


m=0, a>—1 


(¢) 
图 13.5 
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定 。 但 著 m~ 工 一 @, 则 罗 线 的 全 局 结构 可 以 完全 确定 , 如 图 18.8 


所 示 . | 
车 设 m~ 一 四 则 R= 为 高 阶 奇 点 ， 这 时 必定 成 立 


m> 二 a, 27 4a<4ms, 


因此 只 有 一 个 图 18.9, 其 中 在 与 下 的 相对 位 置 不 能 确定 ， 
最 后 , 设 人 > 一 0 则 


mi> 二 一 与 27 w< 4ms 


0<m<—a, m<=—a 0<m<—a, 人 > 二 一 4 


图 18.6 图 13.7 


0<m= 二 a< 一 4 和 0 一 -> 二 一 0 27a<4 mi 


图 18.:8 | 图 13:9. 
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仍 应 成 立 ， 这 时 仍 记 1+az 一 0 上 位 于 上 方 的 奇 点 为 W， 它 是 蒜 
点 , 位 于 下 方 的 奇 点 为 BR, 它 是 不 稳定 焦点 ， 全 局 结构 如 图 1810， 
在 图 13.10 中 除了 大 与 攻 , Li 与 五 的 相对 位 置 不 能 确定 以 外 ， 
还 可 能 有 于 与 开 的 相对 位 置 问题 出 现 , 因为 大 有 可 能 穿 到 线段 
开交 的 左 方 去 . 

为 了 彻底 搞 清 楚 以 上 诸 图 中 某 些 分 界线 的 相对 位 置 的 不 确定 
性 到 底 是 确实 存在 的 呢 , 还 是 由 于 方法 不 善 所 致 , 现在 我 们 引进 参 
数 平 面 (a, m) 和 此 平面 中 的 分 玻 曲 线 . 所谓 分 层 曲 线 (bifurcation 
curve) 就 是 (&, mm) 平面 上 这 样 一 条 曲线 ， 其 上 任 一 点 (0*, ma 所 
对 应 的 方程 (13.3) 的 轨 线 全 图 是 结构 不 稳定 的 ， 应 注意 本 节 所 谓 
结构 不 稳定 系统 , 是 指 当 右 方 的 系数 w m 略 略 变动 时 , 在 射影 平 
面 上 的 轨 线 的 拓扑 结构 就 可 能 产生 变动 的 那 种 方程 (18.3)， 故 含 
义 与 第 8 节 所 说 的 略 有 不 同 ， 由 于 已 知 方 程 (138.3) 不 可 能 有 极限 
环 ， 畏 移 不 答 定 只 可 能 在 下 列 三 种 情况 出 现 

I. 方程 (18:8) 有 中 心 点 

2. 方程 (13. 办 有 点 ( 限 过 天 隐 过 ) 


m>~a>—a, 2170< dma 


图 13.10 
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3. 方程 8.3) 有 从 鞍点 到 鞍点 的 分 界线 ”， 

已 知情 况 工 具 出 现在 和 =0 的 时 候 ， 因 此 (4, mm) 平面 上 的 横 
轴 是 分 歧 曲 线 。 由 于 已 设 4<0, 故 不 妨 只 看 左 半 平面 (图 13:11). 
与 m= 二 0 对 应 的 方程 (18.3) 的 全 局 图 形 有 三 种 不 同 的 拓扑 结构 ， 
已 见于 图 18.:5(4),，(b)，(c). 

情况 2 只 出 现在 m= 一 a (这 时 R= 信 ) 或 27 4a=4 m* (这 时 
41= 有 4) 时 , 因此 直线 m%= 一 % 与 曲线 

27 = 4m 
都 是 分 歧 曲 线 . 若 把 &=0 的 方程 113.3) 也 考虑 在 内 ， 则 直线 
% 一 0 也 是 分 歧 曲 线 , 这 时 
N=Ai= As, R=-As ( 当 m>0) 

或 N=4,=A4A;:, R=A, ( 当 m<0). 

情况 3 最 为 复杂 .根据 图 13:1 到 13.10 可 以 看 出 Li 恒 来 自 
4a, lz 恒 跑 同 4:， 这 两 分 界线 不 可 能 与 其 他 分 界线 重合 ， 又 由 图 
13.1 与 18.:2 看 出 ， 当 41 与 41 存在 时 进入 4 的 分 界线 必 来 自 
RR, BR 不 是 鞍点 , 从 41 出 去 的 分 界线 必 进 入 43， 因 此 这 两 分 界线 
亦 不 可 能 与 其 他 分 界线 重合 ， 剩 下 来 还 有 六 条 分 界线 于, 二 7， 
Lz, 人 寻 , 坟 和 三 ， 忆 们 之 中 任何 两 条 共有 不 同 稳定 性 ( 指 当 t 增加 
时 从 坊 点 跑 出 或 进入 加) 的 分 界线 都 有 可 能 重合 在 这 里 又 可 
分 为 两 种 情况 . 

3a . 分 界线 从 一 个 长 点 出 发 重 又 回 到 原来 的 区 点 ， 

3b. 分 界线 从 一 个 贰 点 出 发 而 进入 另 一 鞍点 . 

属于 情况 3a 的 有 万 一 态 (为 简便 计 ， 今 后 用 = 表示 重合 )， 
大 = 75, 于 = 正和 天 = 一 但 由 定理 12 的 附注 2 可 知 ,所 有 这 
些 情况 只 可 能 出 现在 m=0 的 时 候 ， 因此 没有 添加 新 的 分 层 曲 线 . 
”属于 3b 的 有 


1) 严格 地 说 ,在 本 节 的 结构 稳定 性 的 定义 之 下 ,情况 3 是 否 为 结构 不 稳定 的 充分 
条 件 尚 未 得 到 确实 的 证 明 ， 
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下 = Ls, 万 一 夏天 一 在， 天 一 下 ， 厅 一 于 
等 五 种 可 能 情况 ， 注 意图 18.5 可知, 在 办 =0, w= -工时 
/ i=U, Li=0, Li=U 
同时 出 现 ， 而 在 %=0, 4 一 1 时 这 三 个 等 式 都 不 成 立 ，m 一 0， 
5> -工时 也 是 一 样 ， 并 且 a< -工时 这 三 对 分 界线 的 相对 位 置 与 
a> 一 工时 的 相对 位 置 恰恰 相反 ， 今 后 以 O14, Os, 0s 分 别 记 使 
Li=t, Li = Ut, Li=0 
的 (a, m) 平 面 上 的 分 歧 曲 线 ， 则 可 知 至 少 应 各 有 O01,，0s, Cs 的 一 
个 分 支 经 过 点 P( 一 1, 0)， 以 便 把 4 轴 上 的 (一 oo, 一 直线 段 与 
(一 1,，0) 线段 隔 开 , 其 中 01 与 Cs。 两 端 都 应 跑 向 无 限 远 , Cs 的 上 半 
支 亦 应 跑 向 无 限 远 2， 否则 , 可 在 第 二 或 三 象限 中 用 一 条 连续 曲线 
S 把 负 a 轴 的 (一 oo， 一 直线 段 上 一 点 8， 与 (一 1 站 线段 上 一 点 
Q@ 连接 起 来 , 而 不 与 Q1,， Qs, 0s 相交 ， 这 样 当 动 点 沿 着 从 Q* 跑 
到 8' 时 ， 对 应 的 (z, 分 平面 上 方程 (13.8) 的 三 对 分 界线 的 相对 位 
置 不 改变 , 这 是 不 可 能 的 ， 但 Ca 的 下 半 支 只 要 在 曲线 
a=4m 

的 上 方 就 够 了 ， 因为 274 一 4ms 下方 任 一 点 (4, m) 所 对 应 前 方程 
(13.3) 有 三 个 无 限 远 奇 点 ， 由 图 13.1 与 18.2 看 出 这 时 于 进入 
4。 而 共 来 自尽 , 显然 可 以 当做 是 大 包 在 于 外 面 的 .， 

由 本 节 一 一 开始 时 的 讨论 立刻 看 出 使 五 一 入 的 分 睹 上 线 0， 
只 有 唯一 的 分 支 


m= -a 
(不 考虑 a>0 的 部 分 ), 就 是 说 , 如 果 本 = 全 , 则 它们 必 都 重合 于 直 
线段 下 ,否则 如 图 18.12 将 出 现 矛 盾 . 


其 次 容易 证 明 ， 在 0s 的 上 半 支 与 负 a 轴 的 (一 co， 一) 线段 
所 围 的 无 界 角 域 内 没有 0i 的 轨迹 ， 否 则 如 图 18.18 所 示 , 将 出 现 


1) 它们 不 可 能 到 达 正 饥 轴 ,理由 见 定理 18.1. 


13.12 13.13 


三 一 五,O 为 稳定 , 且 一 切 轨 线 与 线段 MMN 相遇 时 都 从 左 到 右 的 
全 次 , 这 是 不 可 能 的 ， 同 理 可 证 , 第 三 象限 中 与 上 述 角 域 成 对 项 角 
的 无 俘 角 域 月 亦 无 CO: 的 轨迹 又 在 直线 nm 一 一 4 下 方 , 除了 上 述 
两 个 角 域 以 后 ， 所 余下 来 的 两 个 对 顶 角 域 内 没有 Ca 的 轨迹 . 

个 但 如 此 , 我 们 还 可 进一步 证 明 ， 由 直线 

m=—0 Sm=—2% 

所 夹 的 角 城中 没有 C02， 由 w= 一 20 写 正 % 轴 所 夹 的 角 域 中 没有 
Qi1。 为 此 只 须 注 意 当 


a< me —20 


时 及 的 雏 浊 标 一 < 位 于 区 间 (0， 贡 中 ， 利用 比较 轨 线 的 斜率 
的 方法 (图 13.14), 易 证 于 的 位 于 区 域 tu<0 z> -二 } 中 的 驱 段 


关于 轴 的 对 称 线 ( 虚 线 所 示 ) 整个 位 于 大 的 上 半 支 的 下 方 。 由 
此 可 见 ， 开 与 1 十 aw==0 的 另 一 交点 @ 的 纵 符 标的 绝对 值 小 于 1. 
但 是 另 一 方面 祭 在 1+az=0 的 左 方 有 负 的 斜率 ， 而 4 的 纵 坐 标 
为 一 旋 导 与 1 ++aw 一 0 的 交点 卫 必 在 外 的 下 方 , 即 信 与 可 不 
可 能 重合 ， 同 理 可 证 在 正 m 轴 与 m= 一 2x 所 夹 的 角 域 中 没有 Ca 
(图 13.15)”, 


TE 


1) 由 此 可 见 ， 在 图 13.10 中 不 可 能 同时 出 现 上 7 =, 著 二 从 ， 即 不 存在 出 此 四 
分 务 线 所 构成 的 奇异 财 轨 线 . 
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图 13.14 


总 结 以 上 所 说 ， 可 得 
定理 138.1 使 Iz 一 导 的 分 歧 有 曲线 Os 有 唯一 的 分 支 


mm- 工 -。 使 万 一 到 的 分 歧 昌 线 C 只 能 位 于 区 域 {m> 二 一 


0<m< 一 2 台 和 区 域 |m< 二 一 <0j 中 使 天 = 在 的 分 于 曲线 Cs 


只 能 位 于 区 城 |0< 加 < 亏 一 a， <" <m<0, a< am 4 对 和 


10 过 一 2 过 中， 

至 于 通过 了 (一 1, 0) 的 01 与 Cs 的 分 支 虽 然 我 们 相信 和 是 唯一 
存在 的 , 如 图 18.11 所 画 的 那样 ， 并 且 Ox 与 Cs 应 是 光滑 曲线 ， 作 
为 二 维 Euclid 空间 中 的 点 集 来 看 不 含 内 点 , 但 尚 无 法 证 明 .: 今后 
我 们 假定 只 有 01 与 Ca 的 唯一 的 分 支 通过 点 P( 一 1, 0). 

在 图 18-9 中 我 们 看 到 , 当 

m= 一 4, 27 4g<4m 
时 政 与 到 的 相对 位 置 仍 不 能 确定 . 。 下 丽人 更 明 这 的 确 是 个 
实在 情况 . 


定理 138.2 Ci 的 上 半 文 不 但 在 mm 一 二 一 q 的 上 方 ， 而 且 还 


要 穿 到 直线 m= 一 4 的 上 方 去 ， 
【证 】 在 方程 (43.3) 中 令 
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v=— Ly 一 了 m= ~0 
: | Ty’ 里 
得 到 | 
Oo dx ( _ ) , 
re )， 一 3 y (1i-—y—% (13.9) 


现在 要 证 明 : 当 |z| 足够 大 时 ， 对 于 方程 (18.9， 厅 将 跑 身 五 的 
右 方 去 , 这 种 相对 位 置 与 负 4 加 的 (一 co， 一 线段 上 的 点 所 对 应 
的 上 写 世 的 相对 位 置 是 一 样 的 ， 从 而 说 明 这 时 m= 一 a。 上 的 点 
应 在 Ca 的 下 方 ”. 

肯 先 ,在 区 域 {fy >0, 0<z < 二 中 比较 (13.9) 的 轨 线 与 方程 


ax 加 Of 7 _ 


的 轨 线 的 斜率 (图 13.16), 有 


吉方 程 (143:10) 的 过 wd 0) 的 
轨 线 (以 原点 为 中 心 的 圆 ) 在 方程 
(3.9) 的 过 同一 点 的 轨 线 的 上 方 ， 
设 二 者 与 正 y 轴 的 交点 为 4，B. 

”其 次 ， 在 区 域 fw'<<0, a<y 之 0} 中 比较 (13.9) 的 轨 线 与 方 


程 


1) 有 没有 这 样 一 种 可 能 : Ci 有 偶数 个 分 支 通过 PP( 一 1, 0), 但 都 在 和 = 一 a 的 下 
方 , 另外 又 有 奇数 个 分 支 位 于 角 域 : 
-Gm 2a . 
中 . 根据 前 再 C1 要 把 负 a 轴 上 的 (一 %%， 一 也 线段 与 (一 1, 0) 线 段 隔 开 的 理论 可 知 , 上 
述 这 种 可 能 性 是 不 存 艳 的 换言之, 必 有 通过 了 (一 1, 0) 的 01 的 奇数 个 分 支 后 来 要 罕 
过 p= 一 a 而 跑 到 此 直线 的 上 方 去 ， ， 
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(a) | 


(13.11) 
吧 -一 (1—2%’) 
的 轨 线 的 斜率 , 得 到 
一 和 (一 人 十 2 (1—%) 
A rd 


"V(t) ~0 
A 
故 方程 (18.11) 的 过 以 '(0, o) 的 轨 线 在 方程 (18:9) 的 过 同一 点 的 
分 界线 的 右 方 ， 假设 一 者 与 负 % 刷 的 交 太 依次 为 C， 刀 。 容 易 算 出 
方程 (13.11 的 轨 线 MG 的 方程 是 


当 |x| > 工时 ,方程 


有 唯一 的 ( 负 ) 实 根 , 即 C 的 横 坐 标 zc、 岂 此 可见, 若 |e| 甚 大 ， 则 
ey | (43.12) 


但 区 < 史 故 只 要 je| 足 够 大 , ] 功 | 就 可 大 于 任 一 给 正 数 ， 
最 后 ,在 第 二 条 限 中 比较 48.9) 的 轨 线 与 方程 


2 一 0 一 信 ， a : : (18.18) 
的 轨 线 的 斜率 , 得 到 
一 和 圭一 人) 和 -wv [oe (1 — 2) 一 0 3] 


WH 7 en 


上 式 右边 分 子 中 的 方 括 弧 内 可 设 为 正 , 因为 
eo) 一 9 
是 顶点 在 W'G 0) 且 通过 (0， 土 9) 的 抛物 线 , 前 面 曾经 说 过 ( 见 图 
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138.15), 方程 (18.9) 的 过 于 的 分 界线 必 'DH 应 位 于 区 域 
a (lw )—y >0 
中 ， 而 我 们 现在 所 须 比较 的 是 (13.9) 与 (13.13) 的 经 过 O 的 轨 线 
OF 与 CB, 它们 当然 也 应 位 于 区 域 
aa 人 一 oz) -wa>0 
中 , 并 且 O 疡 应 在 0 请 的 上 方 方程 (13.138) 有 初 积分 
0 十 一 9 ) 一 太 、 
故 知 C 启 的 方程 是 
2 0 Y) = oo, 
从 而 鼠 的 纵 坐 标 为 
ys= NV +20 十 g。 
由 (13.13) 知 道 当 |a| 甚 大 时 有 
EE lo 
当 & 变动 时 4 的 纵 坐 标 保持 不 变 , 而 ys 可 变 为 大 于 4， 只 要 
cj 足够 大 . 故 召 在 4 的 上 方 , 从 而 五 在 B 上 方 , 这 就 是 我 们 所 
要 证 明 的 . 
可 以 证 明 ， 当 |4|->oo 时 Oi 应 进入 m= 一 24 上 的 无 限 远 点 
G， 对 于 Qi 的 下 半 支 还 可 证 明 ， 沿 着 任 一 直线 
w= 之 一， 
当 m<0 而 |m| 足 够 大 时 点 (@o, o) 必 位 于 Ci 的 下 方 [204 和 .此 
外 , 又 可 证 明 , 沿 着 01 的 下 半 支 跑 向 无 限 远 时 有 一 > 十 co[205]， 
证 明 从 略 ， 由 此 可 见 , O 不 可 能 对 称 于 e 轴 , 因为 0; 的 上 半 支 应 
保持 在 直线 m 一 一 2& 的 下 方 , 沿 着 它 当 a> 一 oo 时 | 一 | 不 可 能 
趋向 co. 
至 于 分 层 曲 线 0, 它 的 上 半 支 不 但 应 保持 在 双 曲 线 


1 
m=——4 
a 


302 极 限 环 论 
的 下 方 趋向 无 限 远 ， 而 且 可 以 证 明 当 w> 一 co 时 滑 着 Os 有 一 -> 
0, 证 明 从 略 。 另 方面, Os 的 下 半 支 则 应 介 于 曲线 
DF 4 = 4 m3 
与 负 4 轴 之 间 趋 癌 原点 ， 因 为 使 21 c>>4ma3 的 (4,m) 所 对 应 的 方 
程 (13.3) ,其 大都 进入 43, 而 如 则 来 自 五 由 此 可 见 , 当 (@, mn) 
与 274=4ms 很 接近 但 满足 
227 一 47203 
时 夸 应 跑 向 天 的 下 方 ; 相反 的 , 负 & 轴 的 (一 1 0) 线段 上 的 点 所 
对 应 的 方程 (13.3), 其 天 应 跑 向 人 革 的 上 方 ， 故 必须 有 Oa 把 负 
轴 与 曲线 274 一 4m 分 开 . 
定理 18 二 中 已 证 , 在 直线 m= 一 26 与 正 m 轴 所 夹 的 角 域 中 
不 可 能 有 Ci， 但 可 能 有 CO， 现在 我 们 来 证 明 在 此 和 角 域 中 确实 有 
Cs 的 分 支 ， 它 和 通过 PC 一 1, 0) 的 Cs 实际 上 是 在 原点 a=m=0 
连 在 一 起 的 .为 叙述 方便 起 见 , 今后 把 这 一 支 记 作 人 


定理 18.3 在 角 域 -可 <0<0 中 有 0s， 马 浊 过 怀 上 并 趋 由 


无 限 远 , 与 每 一 平行 于 m 轴 的 直线 至 少 交 于 一 点 . 
[证 】 如 图 13.17, 首先 在 区 域 


z>_ 0<&Yy<— 
& 


中 比较 方程 (43838) 的 轨 线 与 方 
程 

中 一 -y, 并 2 (18.14) 
的 轨 线 的 斜率 , 得 到 
—w(1+aw) 2 
yt 二 9 一 020) YY 

_ w[y— Ca 

y (ly ~— mw) 

由 此 可 而 ， 经 过 足 的 ， 以 原点 


+n 
0 


>0. 
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为 中 心 的 圆 弧 RB 在 方程 413.3) 的 分 界线 人 的 T 方 。 容 易 算 出 
VB 二 -二 V 于 (@ 二 m2)3， 


记 上 2 与 x 轴 的 交点 为 D, 则 wo 之 zs. 


其 次 , 在 区 域 
z>> 一 二 ， 一 Vs<0 
中 比较 方程 (13.3) 与 方程 
Emy, Wlitas (13.15) 
—z(ltar) IO 一 (十 9) (十 GO) 


一 一 0 


bt 十 4 一 00) my my (十 4 一 210) 
改 (13.15) 的 过 点 8 的 委 线 在 (13.3) 的 过 点 BB 的 轨 线 的 左 万 ， 匈 
见 前 者 有 方程 / 
(itav)?—amy= (1+arwa)?= [1— Vit (t+m) 1 
它 和 y= 一 1 的 交 尽 B 的 模 坐 标 zz 满足 方程 
(1+aws)?=[1~V1l+(et+m)] ram, (18.10) 
再 在 区 域 


4 和 天 一 二 0<o< -二 
中 比较 方程 (13.3) 与 方程 
FE y+), WY wlan) (13.17) 
的 轨 线 的 斜率 , 得 到 : | 
一 (1 十 ax) ZL 十 02) _ 一 92 023( 二 十 CO) 0 
y(ty—me) yt) 9 十 9 一 2) (ity) 


由 此 可 见 , 月 在下 方 进入 型 人 0， 一 已 的 人. 工人 的 分 界线 应 在 疆 的 
下 方 、 铂 见 前 者 有 方程 
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它 和 J+wr=0 的 交点 4 的 纵 坐 标 Y4 满足 方程 ” 
1 1 1 1 1 
人 去 44 十 云 可 Ya ~ 二 (1 一 一) (18.18) 
最 后 , 在 区 域 
公关 -过 ， ts 安 4 魏 一 上 


中 比较 方程 (13.3) 与 方程 


ct 9 dy . 
DY ory ( 工 十 CO) (13.19) 
的 轨 线 的 斜率 , 得 到 
一 4 人 (十 Co) Ya oYy4a (1+ ow) 
y (1+y— mg) Ty 


- to) ma 的 )o4a 风 GOD] 、 
OU (了 十 W 一 0020) 


只 要 足够 大 ， 这 梯 , 方 程 (18:3) 的 雪线 弧 人 应 在 (13.19) 的 罗 
线 弧 4Q 的 左 方 ， 易 见 AQ 的 方程 为 
ya(l+ar) ?+m oy = m0, 
从 而 Q@ 的 横 坐 标 .wo 应 满足 方程 
(+ ave) —ma(1— 去 (13.20) 

现在 如 能 证 明 当 m 足够 大 时 有 zs>wo, 则 方程 (13.8) 的 分 界 

线 于 将 跑 到 下 的 下 方 去 , 这 种 相对 位 置 与 
一 G<C < 一 20 
时 大 与 车 的 相对 位 置 恰恰 相反 . 由 此 即 可 推 知 在 角 域 m> 
一 24>0 中 有 2 存在 .要 ws 之 wo, 由 (13.16) 与 (13.20) 知 道 , 只 要 
[i 11+ (w+m) stam>m(1- 南 ) : 


: 匀 四 了 。 
亦 即 2 十 (十 7 ) tom 2V1 二 (g++ 1m) 1 


1) 由 此 可 见 , 当 4 固定 时 94 的 值 亦 固定 ,不 随 勾 而 变 ， 
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此 式 当 & 固定 而 % 足 够 大 时 显然 成 立 ， 因为 右边 是 一 个 固定 的 小 
于 1 的 数 ,而 左边 当 m->oo 时 趋 于 工 为 极限 

最 后 ， 要 证 C2 通过 原点 ， 为 此 注意 当 4=0 时 方程 (18.3) 成 
为 


dz dy _ 
a y (1+y—me), rt 


其 轨 线 的 全 局 结构 如 图 18.18， 这 
里 六 = 4:= 4s 为 无 限 远 高 阶 奇 点 
(1, 0, 0) ,有 R= 4; 为 半 鞍 结 点 (1,m， 
0)， 由 图 18.18 看 出 , L# 将 跑 到 下 
的 下 方 去 ， 这 种 相对 位 置 与 负 4& 轴 
上 (一 4, 0) 的 点 所 对 应 的 型 与 全 
的 相对 位 置 恰恰 相反 , 故 02 必须 把 互 
正 m 轴 与 负 @ 轴 分 开 ， 即 应 通过 原 
点 ， 定 理 证 毕 . | / 图 13.18 
还 可 进一步 证 明 当 a> 一 oo 时 沿 著 旨 有 二 下 2， 即 避 应 


通过 直线 名 = 一 24 上 的 无 限 远 点 ,证 明 从 略 , 见 [204]， 
下 面 再 讨论 等 式 好 一 下 与 全 一 好 成 立 的 可 能 性 . 
定理 13.4 使 人 = 共 成 立 的 (4%, m) 不 存在 . 

【证 】 如 果 和 存在 (e*,，m"), 使 对 应 的 方程 (18.3) 有 
Lr=t, 


则 如 图 13.19 所 示 , 0 应 是 不 稳定 奇 氮 ， “应 是 稳定 奇 训 ， 这 当 %< 
0 时 在 任何 场合 都 是 不 可 能 的 . 

定理 13.9 使 地 = 一石 的 分 歧 曲 线 Cu 是 位 于 直线 w= 一 a 上 
方 , 连 接 原 氮 和 Ca 与 %= 一 @ 的 交 扩 人 5D 的 一 段 曲线 

【证 】 如 图 13.20， 当 出 现 于 一 下 时 ,首先 由 妈 N 上 雪线 的 
穿 过 方 回 可 知 六 应 为 不 稳定，0 为 稳定 ， 故 04 应 在 直线 r= -4 


的 上 方 ?. 再 注意 图 13.20 中 于 与 到 的 相对 位 置 以 及 好 与 在 的 
相对 位 置 , 可 知 Qs 应 位 于 Ca 的 下 方 , 01 的 有 方 . 
现在 由 图 18.21 看 出 , 对 应 于 Ce 上 的 片 有 
了 二 一 巡 ， | 
由 于 0 为 稳定 , 如 果 把 全 看 成 全 的 延续 , 则 Li 将 跑 到 二 的 右 方 
去 、 事 实 上 , 根据 解 对 初 值 的 连续 性 , 对 于 Cs 下方 附近 的 点 , 情况 
确实 是 如 此 . 再 由 图 18.22 看 出 ， 对 应 于 01 右 方 的 直线 段 r= 
一 g 上 的 点 , 五 二 VW 为 高 险 奇 把 ， 
Li=Lz=0, 


图 13. 红 图 13.22 


1) 当 0< 友 < 一 已 克 > 二 一 q 时 图 13.7 说 明 矿 是 稳定 奇 点 ， 它 附近 没有 闭 轨 线 ， 
故 于 应 进入 及 不 可 能 穿 到 用 左 方 去 ， / 
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且 75 将 跑 到 厂 的 左 方 去 。 故 由 解 对 初 值 的 连续 人 性， 对 于 这 一 有 
限 直线 段 上 方 附 近 的 点 ， 对 应 的 方 
程 (13.3) 的 于 必 将 跑 到 五 的 左 方 
去 . 这 样 ,在 地 与 = 一 5 之 间 应 该 
有 4 把 它们 分 开 ， 即 Cs 应 通过 原 
点 , 又 对 位 于 m= 一 a 上方 的 O01 的 
氮 ， 对 应 的 方程 (13.3) 的 轨 线 图 中 
有 太一 WT, 日 [3 穿 过 MN 而 进入 
0( 图 18:238)，ZL2 与 傈 的 这 一 相对 
位 置 与 Qi 右 方 和 = -4 上 方 邻近 峡 13.23 

的 点 所 对 应 者 恰恰 相反 ， 故 C4 应 终止 于 01 与 m= 一 6 的 交点 SS. 
实际 上 ,D 所 对 应 的 方程 (13.3) 有 

R=N, Li=t, Li= Ls=0, 


把 以 看 作 一 点 ,把 Lr 看 作 Lz 的 延续 , 便 有 Li= 代 ， 定 理 证 毕 . 
相信 和 参数 平面 (4g, mr) 上 的 分 歧 曲 线 都 已 找到 了 (图 18:11)， 
并 且 和 都 是 可 敏 曲 线 . 至 于 01, 0s, 04 究竟 是 代数 曲线 还 是 超越 曲 
线 , 其 解析 表达 式 如 何 , 还 是 悬而未决 . 
由 图 18.11 回头 来 看 图 183.1, 可 知 在 条 件 


m< 二 —0@, 274>4m 


之 下 , i 与 红 的 相对 位 置 确实 还 存在 三 种 可 能 性 ， 到 底 出 现 哪 一 
种 ,要 看 点 (4，m) 是 在 Ci 的 左 方 、 右 方 或 Cl 上面 而 定 。 对 于 图 
13.6，13.7，13.9, 13.10, 情况 也 是 一 样 .至 此 方程 (13.3) 的 轨 
线 的 全 局 结构 问题 总 算 初 步 得 到 解决 了 . 

关于 Cu Oo 04 是 否 只 有 如 图 13:11 所 画 的 唯一 分 支 ， 目 前 
已 经 有 些 结果 .在 [206]| 中 把 (13.3) 经 过 变换 化 为 


do 加 有 
i- Yy UL 二 一 人 2) 十 700， i ZL 二 CON) ， 
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然后 应 用 旋转 向 量 场 的 理论 证 明 ，Cs 只 有 一 支 ， 目 无 内 点 。 又 车 
在 (18.8) 中 令 m=ka(% 之 0, 固定 )， 而 让 参数 5 变动, 则 同样 由 旋 
转向 量 场 的 理论 可 证 ， 图 地:1L 中 位 于 &@ 轴 下 方 的 Ci 只 有 一 支 ， 
目 无 内 点 . 

估计 O01, CG， O04 的 唯一 _ 性 问题 当 可 用 解 对 参数 求 导 公式 以 及 
隐 函 数 定 理 来 解决 , 曹 玉林 同志 正在 这 方面 开展 研究 , 又 存在 两 个 
细 焦 点 的 开 类 方程 (因而 无 极限 环 ): 
azx 
dr 
多分 明 线 问题 ， 在 多 数 情 况 下 已 得 到 较为 加 江 的 结果 ， 注 意 
13.10 也 属于 两 个 细 焦 点 的 情况 ,但 不 包含 在 (18.21) 之 内 . 又 此 
图 所 对 应 的 分 歧 曲 线 正 好 是 图 18.11 中 直线 m= 一 a 上方 由 O05， 
O;, 0s 构成 的 弯曲 三 角形 . 

研究 二 次 系统 的 轨 线 的 全 局 结构 和 分 歧 曲 线 的 (不 一 定 是 本 
类 方程 ) 还 有 下 列 工作 : 

[208] 与 [209] 分 别 研 究 了 方程 
do 
at 

当 c(5 十 21) 关 0 (从 而 没有 闭 轨 线 , 证 明 见 8 15 开头 ) 时 , 且 一 9 十 
lv? 十 ny? 一 0 分 别 为 椭圆 或 抛物 线 以 及 为 双 曲 线 时 的 全 局 结构 和 
分 歧 曲 面 , 但 结果 不 及 本 节 那 样 完 整 . 

[206] 研究 了 方程 


Ld 
dt 


= y+ ED gt may ty, 人 Y =%(1 +ar) (18; 21) 


- ytilo tny, Wolortby) 


一 一 0 十 02 十 M220 一 仿 ， oy 2(1+aw) 


”的 轨 线 的 全 局 结构 和 分 歧 曲 面 . 


[210] 则 研究 了 方程 


dw 
dt 


的 同一 回 题 ， 


= 一 9 十 1 妇 十 9200 —y, WY olan) 
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[211] 研究 了 有 具有 三 条 直线 解 的 二 次 系统 的 全 局 结构 ，[174) 
妍 究 有 三 阶 细 焦 点 的 无 环 系 统 


2 一 一 g 十 1o2 二 54 cy 唤 ~ ctv + 
的 全 局 结构 和 相 图 . 


3 题 
， 证 明定 理 13:1.， 
， 作 出 %=0 肝 方 程 (143.1) 的 一 切 轨 线 全 图 ， 
， 证 明 本 节 最 后 关于 0 与 01 的 下 半 支 的 唯一 伍 . 
4， 证 明 方程 (13.3) 除 一 细 焦 点 (0， 0) 外 ， 如 果 没 有 高 阶 疝 后， 则 必 有 一 
细 鞍 点 ( 即 发 散 量 在 此 鞍点 之 值 为 零 ) 或 细 焦 点 . 
5. 试 借 变 换 a'= 二 , 5'== 了 他,2 一 一 a'y,y 一 4 '%! 将 方程 (13.3) 化 为 III 
类 方程 再 分 析 全 局 结构 的 办 法 证 明 ， 沿 着 分 歧 曲 线 Ci 的 下 半 文 跑 问 无 限 远 
时 有 和 /ca-~> 十 co， 
6. 证 明 洛 着 分 歧 曲 线 Co 的 上 半 支 当 aq 一 一 ce 时 有 入/a 一 0 
7. 证 明 在 图 13.11 的 角 域 0< -4< 双 中 可 作 一 个 不 保持 定向 的 拓扑 变 
换 7, 把 每 一 从 原点 出 发 的 半 射 线 变 为 另 一 半 射 线 , 把 01 的 开 弧 避 G 变 为 0 
把 Cs ER 且 了 在 直线 %= 一 24 上 为 重 等 变换 . 
8. 对 方程 守 == 一 y tl 十 mw 二 9 名 一 eter) 找 出 使 两 点 
内 连 绕 为 积分 直线 的 充 要 条 伯 
. 9 证明 当 3 满 是 a9- 2 
M 是 匀 点 (0 —1), 4, 是 无 限 远 再 点 又 此 方程 有 三 个 实 根 的 条 件 是 274 一 
4m>0 ( 设 4<0), 
t0. 试 求 方程 人 (1.3) 的 通过 妈 ,，w 而 主轴 通过 4 的 抛物 线 解 ， 证 明 这 


种 解 只 有 当 a= -- /了 ,on 一 一 7 时 才 存在 (因此 Oi 的 下 兴 支 通过 点 


(到 -76) . 


tw DD 搬 
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位 置 以 及 唯一 性 , 唯 二 性 


本 节 将 研究 $13 开头 所 说 的 第 二 个 和 第 三 个 问题 ， 先 从 较 
测 单 的 情况 看 起 ， 设 在 开 类 方程 


yt tit my ty, ottan) (14.1) 
中 , 第 一 个 方程 右 方 二 次 项 的 系数 中 有 两 个 为 零 则 得 方程 
9 一 一 9 十 85 十 0 WW waw); (14.2) 
de y+ owt may Wo(ltas) (14°8) 
= 一 4 十 Sz 十 1a2， ee Faw), (14.4) 


易 见 (14.2) 与 (14.8) 当 6=0 时 可 积分 , 以 (0， 0) 为 中 心 点 ; 又 
它们 当 6 关 0 时 没有 极限 环 ， 因为 U4 2) 的 发 散 量 为 常数 5, 而 
明 它 没有 极限 环 . 至 于 


(14, ,情况 就 不 大 一 裕 ” 不 妨 假设 其 中 />0, 5>0， 于 是 不 难 用 
我 们 熟知 的 方法 证 明 . 当 


3<0 或 5> 二 


时 (14.4) 没有 极限 环 ， 而 当 8w>0 且 3 在 某 一 区 间 (0, 89 中 时 
(i4.4) 有 了 唯一 的 极限 环 . 
下 面 着 重 人 研究 (14.1) 的 第 一 个 方 各 右 方 二 次 项 的 系数 中 只 有 
一 个 为 零 的 情 总. 
(一 ) 1 一 0， 这 时 有 方程 (不 妨 设 %= 一 1) 
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Wyte+ may— 0 WY =v(l taw). (14.5) 


先 证 明 一 个 不 存在 闭 轨 线 与 奇 闭 轨 线 的 有 用 的 定理 . 
定理 14.1 方程 (14.5) (不 妨 设 其 中 4 二 0) 当 
1) m6<0, |m|++|6|=0, 
或 2) 6C(m-6)<0, [Im|+|610 
时 无 闭 轨 线 与 经 过 一 个 鞍点 的 奇 闭 轨 线 ”. 
【 汇 】 当 第 一 组 条 件 成 立时 ， 易 见 访 程 (14， 5) 的 任 一 一 团 执 绕 
或 只 经 过 一 个 鞍点 的 奇 闭 轨 线 都 不 可 能 和 直线 1 -mvz=0 相 交 ， 


今 取 Dulac 函数 为 
1 


j= 一 一 一 一 一 ， 
1 — me 


则 有 匠 CP + 六 (BO)~ -让 2 
上 式 右 边 在 直线 工 ~- -0 的 任何 - 一 边 都 保持 常 号 ， 故 定理 得 
现在 假设 第 二 组 条 件 成 立 , 把 % 轴 平 移 到 直线 


jm 


(m 一 0 的 情况 已 见 (14.2), 故 不 妨 设 m% 关 0), yg 轴 不 变 ， 则 (14.5) 


化 为 
dx 6 》 


网 (rtm 


(14.6) 
一 一 和 ( 工 十 ao) ， 
(4.6) 关 于 新 的 2 轴 的 对 称 癌 量 场 的 方程 是 


| (rm 


nn Te 
CQ 


Dr 一 一 和 (ICZ) ， 


(14.7) 


1) ”这 定理 首先 由 [212] 得 到 ， 但 这 里 用 的 是 [218] 中 的 证 法 , 这 种 方法 最 先 见于 
[16j], : 
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两 方程 的 轨 线 相 切 之 点 的 轨迹 易 见 为 


z=0， 1-az=0， 及 二 ( 工 一 一) 一 久 =0， (14.8) 


由 于 (14.6) 的 发 散 量 仅 在 ” 轴 上 上 等于零 ， 故 任何 闭 或 奇 闭 轨 
线 厂 部 必 和 w 轴 相交 ， 又 由 $11 的 定理 知道 ， 如 果 工 出 现在 
(0, 0) 外 围 ， 则 它 不 能 和 1+az0 相 过 ， 又 当 8(m 一 3)<0 时 
(14.8) 的 最 后 一 方程 无 实 的 轨迹 ， 当 5(m 一 86) =0 时 它 的 轨迹 就 
是 2 轴 ， 册 此 可 见 , 二 在 % 轴 上 方 的 部 分 + 关于 z 轴 的 对 称 线 
与 (在 z 轴 下 方 的 部 分 ) 除了 在 4% 轴 上 以 外 别 无 公共 点 , 即 
7 的 对 称 线 应 整个 位 于 全 - 的 上 方 (或 下 方 )， 这样， 对 方程 
(14.6) 的 闭 或 奇 闭 轨 线 工 应 有 


人 (各 + 各)ew- Juana 


这 个 矛 慎 就 证 明了 了 不 可 能 存在 . 

同 理 可 知 .在 1+az=0 上 的 另 一 指标 为 十 1 的 奇 点 外 转 也 不 
可 能 存在 闭 或 奇 闭 轨 线 , 定理 证 毕 . 

下 面 的 坐标 变换 对 我 们 今后 的 讨论 是 有 用 处 的 ， 注 党 直线 
1 二 ao 一 0 上 的 两 奇 点 是 ， 


(去, 雪 [1- 守 -Y(t ， 指 标 十 了 
1 
和 -二 二 +Y(t 加 ) 一 人 到])， 指标 一 
把 坐标 原 扩 移 到 避 去 ,得 
= (8+my2)s — (1+ e+2ya)y+may—y, 
(14.9) 
dy 2 
ttas, 


其 中 表示 有 B 的 纵 举 标 ， 再 在 (14.9) 中 作 变 换 
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[+ -多 [t+ 叶 -人 


一 一 | (+ wm) -全 | Er (14.10) 
即 得 
7 二 一 十 B0X mrYy —Yy, 
(14.11) 
-一 (1+oaw ), 
z 3 
刘 时 后 [Et “a[(1+ 轨 ) -全 ， 
wu 人 
Mm’ m| (1 十 亚 ) _ 全 | (4.12) 


根据 定理 14.1 可 知 ; 方程 (14.5) 在 两 个 指标 为 + 的 奇 点 附 
近 要 出 现 极限 环 ,只 有 在 
MD>0 且 13| 天 |m| (14.13) 


时 才 有 可 能 . 下 面 要 说 明 ， 两 个 指标 十 1 的 奇 点 附近 能 否 同 时 存 
在 极限 环 , 这 一 问题 是 和 mm 与 4 的 大 小 有 密切 关系 的 . 

i. m>—a>0. 

如 图 13.10 所 示 , 当 560 时 O 为 稳定 , BR 为 不 稳定 ,MM 与 
为 鞍点 。 让 8 从 零 增 加 ， 则 0 变 为 不 稳定 ， 根 据 8 8 定理 8.7 及 
§ 12 定理 12.5 的 证 明 中 所 说 明 的 知道 ， 在 0 点 附近 出 现 唯一 的 
稳定 环 ， 另 一 方面 , 直线 二 az=0 上 的 两 个 奇 点 互相 远离 ， 记 为 
R' 与 N'， 现 在 证 明 R' 的 稳定 性 也 与 吾 不 同 ， 因 而 瑟 ' 附近 也 出 
现 唯一 的 不 稳定 环 ?， 为 此 , 注意 当 m>> 一 a>0 且 |5| 其 小 时 有 


VS) -各 


1) ”这 里 所 指 的 环 的 唯一 性 都 只 限于 |3| 足 够 小 的 时 候 ， 
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re 


_ 


一 一 


一 十 O(09) <0, 


其 中 ys 是 BR" 的 纵 坐 标 ， 故 由 (14.11) 与 (14.12) 即 知 忆 为 
(14.9) 的 稳定 焦点 7. 

因此 在 m>> 一 a 之 0 日 0<6&I1i 时 0 与 BR’ 两 奇 点 附近 同时 存 
在 极限 环 , 稳定 性 彼此 不 相同 。 当 $ 不 断 增 大 时 这 两 极限 环 是 否 
同时 消失 , 则 不 得 而 知 。 今 假设 0 点 附近 的 极限 环 当 其 存在 时 恒 
为 唯一 , 且 在 6=5 时 扩大 而 成 为 通过 M 的 分 界线 环 (注意 当 5 变 
动 时 (14.5) 在 直线 1-Haz=0 的 每 一 边 构成 广义 旋转 向 量 场 , 故 6 
增加 时 图 18.10 中 的 两 分 界线 竺 :与 左 相互 接近 而 重合 是 没有 问 
题 的 ), 则 8 显然 应 是 m 与 6 的 毅 数 8 一 (oo， a)， 于 是 由 (14.11) 
知道 , 使 BR 附近 的 极限 环 扩大 而 成 为 通过 太 ' 的 分 界线 环 的 8 的 
值 引 应 是 m' 与 a' 的 同一 函数 ， 即 应 有 5 一 flm', a )， 能 否 把 这 
个 函数 f 找 出 来 是 个 值得 考虑 的 问题 。 当然 , 每 一 奇 点 外 围 的 极 
限 环 的 唯一 性 也 有 待 证 明 .。 [21 四 中 只 证 明了 当 m> 一 24 
1+4am 之 0 时 极限 环 的 唯一 性 , 除 此 以 外 , 别 无 其 他 结果 ， 

2. 0<m 0 


” 先 看 0<m< -a 的 情况 ?， 当 3~0 时 7( 一 二 ，0) 是 蒋 点 ， 
而 RR(- 二 ， 一 人 9 加) 在 加 下 方 是 焦点 ， 车 8 从 0 增 大 则 ' 
与 及 互相 远离 由 于 80 时 ， 

/ 0 二 m9 = -mn(1+ 办 )<0, 
故 RB 最 初 仍 保持 为 稳定 ， 现在 问 ，8 继续 增加 时 BR 的 稳定 性 是 
由 尝 候 线 的 图 形 看 出， 因为 现在 Pz, 二 0 的 上 支 经 过 0 与 


人 ,在 8Tmy= 一 0 的 上 方 ;下 支 经 过 对 与 吾 , 在 Spy 一 0 的 下 方 。 
2) 在 3 一 0 时 全 局 轨 线 图 有 图 13.6, 13.7 和 13.8 等 三 种 可 能 ， 
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否 会 改变 ? 在 什么 时 候 改 变 ? 显然 可 见 , BB 的 稳定 性 要 改变 的 必 
要 条 件 是 9 一 0, 即 


5+ms=3 一 灾 [1+ 严 +V (十 了) -名 |=0. 


383m mm mm : m\* 46 
a8 | | 2-30+757 + 对 + 多 Y(t 人 ) To 
O06 [om ( mA 486] 
ct) -各 | sm 
-~ 71 0 (14.14) 
3/3 。 


(1) 

故 当 8 由 mn 增 却 时 , 5’ 由 零 减少 , 即 BR 作为 (14.11) 的 奇 点 由 不 
稳定 变 为 稳定 , 因而 作为 原 方程 (14* 辐 的 奇 点 ,应 是 由 稳定 变 为 不 
稳定 。 但 是 根据 定理 14, 知道 ， 在 6>m 时 BR’ 外围 已 不 存在 闭 
轨 线 , 故 由 $3 定理 3.7 知道 , 当 8 由 小 于 m 而 趋 于 m 时 有 一 个 
不 稳定 极限 环 缩小 (不 一 定单 调 缩小 ) 而 趋 于 妃 。 这 个 不 稳定 环 
是 怎样 产生 的 昵 ? 有 几 种 可 能 3 

G) 由 经 过 六 ' 而 包围 BR 的 分 界线 环 产生 ; z 

(i) 由 经 过 了 与 和 W' 两 点 而 包围 BR 的 分 界线 环 产 生 ; 

Gii) 由 BR 外 围 突然 出 现 的 半 稳 定 环 分 裂 所 产生 . 


到 底 属于 哪 一 种 情况 , 要 看 om 与 二 一 的 大 小 关系 以 及 m 
与 1+4 的 大 小 关系 而 定 。 事实 上 ， 当 m=1+a 时 刀 的 众 标 
为 ( 一 二 ， 一 1), 这 时 方程 (14.11) 中 的 系数 


,1 1 
mm w Gtoy 区 


i dod 


1) ”此 不 稳定 环 不 可 能 由 经 过 ML 而 包围 FR 的 分 界线 环 产生 ,理由 见 后 面 
的 (14.16) 式 . 
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3 

人 

ff 一 人 一 一 一 一 -一 二 ”一 一 一 -一 。 

化 ww 


由 此 可 见 
好 此 时 下 WV” 已 成 为 积分 直线 , 而 且 当 5-m 时 由 


1 
mM 一 一 -一 他 
0 


可 推出 和 >>1+w 由 
m > 
这 样 ， 仿 前 可 画 出 0< 和 < 一 时 的 三 个 图 (图 


可 推出 轻 < 工 十 ww， 
14.1, 14.2，14,3), 它们 依次 对 应 于 


m==1+a, 0<m<—8 


m=<1+g, 0<m< a4 
图 14.1 图 14.2 
0 一 0<< 十， 人 一 0 一 本 十 0 m=8>1+a. 
。 且 容易 看 出 : 当 
0<m<—a 


时 必 有 4 三 一 4， 从 而 各 二 1 十 &， 而 当 
m> a, 
0 


且 m>0( 但 二 一 a 不 一 定 为 正 ) 时 , 则 


m=6>1+4, 0<m<—a 
图 14.3 m>1+ag, m=1+g 与 m<<1 二 6 等 三 
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种 关系 都 可 能 存在 ， 
现在 来 看 册 


0<m< 二 a, d=0 


时 的 图 18.6 与 18.8 变 到 m=68>1l+a 的 图 14.3 时 ， 两 奇 点 
外 围 的 极限 环 和 分 界线 的 变化 情况 .由 于 当 5 变 动 时 (14. 辐 在 
1T+ax 一 0 的 任何 一 边 构成 广义 旋转 向 量 场 ， 故 当 8 从 零 增 大 时 ， 
一 方面 0 点 从 不 稳定 变 为 稳定 , 附近 产生 稳定 极限 环 ; 另 一 方面 ， 
过 WW' 而 包 向 0 的 两 条 分 界线 则 互相 接近 而 趋 于 重合 ， 注 意 到 


2P, ,0Q; i 
( Ge ) ,—8+mg>0, (14.15) 


其 中 >0 是 和 W' 的 纵 坐标 , 可 见 当 两 分 界线 重合 而 形成 的 奇 闭 轨 
线 应 是 内 侧 不 稳定 的 ， 因此 , 它 不 可 能 是 O 点 外 围 的 稳定 环 扩大 
到 达 不 ' 而 形成 的 . 相反 的 ,应 是 过 WW' 的 分 界线 环 先 形成 ,然后 这 
两 分 界线 交换 位 置 , 由 分 界线 环 产 生 一 个 不 稳定 环 , 它 随 8 的 增 大 
而 向 里 面 收缩 ， 最 后 和 里 面向 外 扩张 的 极限 环 重 合成 为 半 稳 定 环 
而 消失 , 当然 ; 在 这 里 我 们 假设 在 5 的 增 大 过 程 中 在 O 外 围 不 会 突 
然 无 中 生 有 地 出 现 一 个 或 多 个 半 稳 定 环 , 然后 分 裂 , 有 的 扩大 , 有 
的 缩小 (我 们 猜测 , 大 概 不 会 出 现 这 种 情况 )， 于 是 对 于 0 的 外 国 
来 说 , 在 (0, m) 区 间 中 一 定 存 在 6 的 两 个 值 0<5.<6,<m, 使 当 
6 一 8, 时 形成 过 W' 的 分 界线 环 , 而 当 8 一 62 时 形成 半 稳 定 环 ， 于 
是 对 (0, 8 中 的 6, 0 外 围 有 唯一 的 稳定 环 ; 对 (61, 65) 中 的 5, 0 
外 围 有 且 只 有 两 个 极限 环 ， 外 面 是 不 稳定 环 ， 里 面 是 稳定 环 对 
$6>0,, 0 外围 没有 极限 环 . 

其 次 再 看 R' 外 图 的 分 界线 是 怎么 变 的 . 由于 下 天 上 轴线 的 
穿 过 方向 总 是 从 左 到 右 , 显而易见 , 在 6 从 0 变 到 m 的 过 程 中 , 至 
少 有 一 值 避 <m， 使 得 经 过 M 而 包 向 Br' 的 两 条 分 界线 重合 而 成 
为 分 界线 环 ， 另 一 方面 可 以 算出 
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(+ ) =5-m<0 (4.16) 
放 此 分 界线 环 应 为 内 侧 稳定 ， 由 此 可 见 ， 当 3 时 缩 向 及 的 不 
稳定 环 不 可 能 是 由 上 述 分 界线 环 产 生 的 .相反 , 必定 是 在 82( 王 0) 
时 有 BR 外 围 突然 产生 一 个 半 稳 定 环 , 它 在 5S>82 时 分 裂 为 至 少 两 个 
极限 环 , 外 部 是 稳定 环 , 它 逐 渐 扩大 , 在 3 一 这 时 成 为 通过 了 L 的 分 
盘 线 环 ， 然 后 消失 ;内 部 是 不 稳定 环 ， 它 在 5= 人 时 缩 为 一 点 


BR(- 二 ， 一 1), 而 使 B' 改变 了 稳定 性 . 
然而 以 上 的 分 析 并 不 能 确定 0 与 BR’ 外 围 是 否 能 同时 存在 极 
限 环 ， 即 使 能 比较 56s 与 中 的 大 小 也 没有 用 ， 因为 方程 人 人 1) 昌 


然 污 方程 (id*5) 形 状 相同 ,但 mw 
都 不 一 样 .为 了 解决 上 述 问 题 , 注意 当 


mm?+2am 
4¢ 


时 有 A/(I 十 到 -人 -1 从 而 ww = 一 gg， 和 = 二 ww， 站 =6 即 这 时 


(14.11) 与 (14.5) 完 全 相同 了 .， 因 此 0O 外 转轨 线 的 结构 与 且 外 转 
也 完全 一 样 。 但 这 事实 仅 当下 列 四 种 情况 为 可 能 . 

4) 0 外 围 已 无 极限 环 , 及 外 围 尚未 产生 极限 环 ; 

6) 0 与 请 外 围 都 有 了 唯一 的 单 重 环 ; 

c) 0 与 号 外 围 都 有 半 稳 定 环 ; 

d) 0 与 及 外 围 都 有 两 个 环 , 形状 也 完全 一 样 ， 
如 果 发 生 情况 a)， 则 显 见 对 任何 5，0 与 五 外 围 不 能 同时 存在 极 
限 环 , 如 果 发 生 情 况 0) 或 0), 那 末 我 们 就 有 了 一 个 (2.2) 分 布 的 全 
于 ， 因 为 即使 在 情况 ce)， 一 个 半 稳 定 环 也 可 视 为 是 两 个 单 重 环 赫 
合 而 成 的 , 恰 如 代 数 方 程 的 重 根 ， 这 问题 最 近 已 在 [216] 中 得 到 解 
次 , 答案 是 @) 成 立 . 他 先 把 方程 (14.5) 化 为 $12 所 介绍 的 Tepkac 
[L192] 的 (4) 类 方程 


3-- (14.17) 
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dx 


d (14.18) 
及 — 00 十 Wi0% 十 Co1d 十 Pe 十 Cj104/ 十 Coa012， 


然后 再 按 [192] 的 办 法 作 变换 。 
1 


,1 :1 
i Dm 3 化 


以 及 变换 了 = |E|:"mz, ==&, 把 (14.18) 化 成 Litnard 型 方程 

[: — P(e) Elm sgn E+2P(E) |El™-? sgne, 

et (14.19) 

其 中 Ps(E) 与 P(E) 分 别 为 E 的 二 次 与 四 次 多 项 式 ， 最 后 ，[216] 

利用 条 件 (4.17) 证 明 ， 此 时 (14.19) 的 发 散 量 为 定 号 ， 从 而 不 

存在 极限 环 ， 这 就 说 明 对 任何 5,，O 与 BR 外 围 木 能 同时 存在 极限 
环 . 四 

其 次 再 看 


0< 二 -<m< 0 


(这 时 必须 4 过 一 1 从 而 必 有 m1 十 0), 当 65 从 零 增 大 到 m， 轨 线 
图 是 怎样 由 个 13.7 变 到 图 14.3 的 ， 这 时 从 0 产生 一 个 稳定 环 ， 
不 断 扩 大 ， 另 一 方面 ， 过 履 而 包 向 0 的 两 条 分 界线 互相 接近 而 
趋 于 重合 ， 由 于 (14.5) 的 发 散 量 在 1 点 恒 取 负 值 当 0<5<m)， 
故 在 O 外 围 必 有 奇数 个 极限 环 ， 我 们 猜想 当 极限 环 存在 时 应 是 
唯一 的 , 亦 即 , 由 O 产生 的 稳定 环 一 直 扩大 到 通过 用 而 成 为 分 界 
线 环 ， 然 后 消失 ， 在 这 以 后 , 过 开 的 两 分 界线 五 与信 交换 位 置 ， 
而 O 点 外 围 不 再 有 闭 或 奇 闭 轨 线 了 .但 唯一 性 尚未 能 证 明 . 
至 于 BR' 外 围 , 情况 就 比较 复杂 . 当 5 从 0 增加 时 ， 过 WW' 而 包 
向 瑟 的 两 分 界线 向 不 同 的 方向 旋转 ,它们 有 可 能 重合 成 为 经 过 六 
的 分 界线 环 ， 但 也 有 可 能 直到 左边 一 分 界线 与 从 用 向 右上 方 出 
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发 的 分 界线 重合 成 为 积分 直线 用 WV" 时, 右边 的 分 界线 还 未 能 赶 上 
与 它 重合 . 在 前 一 情况 , 由 (14.15) 知 分 界线 环 将 产生 一 不 稳定 环 
它 当 6fm 时 缩 向 BR', 这 就 是 前 面 所 说 的 情况 (i)， 在 后 一 情况 , 又 
可 能 出 现 两 种 不 同 的 情形 : 一 种 是 ; 当 WAW'“ 成 为 积分 直线 时 ， 从 
N' 向 右 下 方 出 去 的 分 界线 尚未 与 从 右 下 方 进入 MM 的 分 界线 交换 
位 置 , 然后 两 条 分 界线 于 与 全 都 进入 ,而 侍 仍 在 于 的 外 部 ， 
如 图 14. 和 4 所 示 ， 当 6 继续 增加 时 下 与 在 重合， 然后 交换 位 置 ， 
于 是 于 与 如 一 起 包围 R'。 根据 (14.16)， 如 前 一 样 讨论 可 知 ， 这 
时 BR’ 外 围 将 突然 出 现 半 稳 定 环 , 外 部 为 稳定 , 内 部 为 不 稳定 , 这 就 
是 前 面 所 说 的 情况 iii), 另 一 种 情形 是 ; 当 五 叉 " 成 为 积分 直线 时 ， 
了 与 寻 也 恰好 重合 ， 然 后 6 继续 增加 时 这 一 经 过 两 个 鞍点 的 分 
界线 环 就 产生 一 个 不 稳定 环 , 这 就 是 前 面 所 说 的 情况 (i)， 可 以 举 
例 说 明 , 上 述 三 种 不 同 的 情况 都 是 可 能 出 现 的 [212], 并 且 显 见 情 
况 ( 这 是 情况 全 到 (ii 的 过 湾 ， 


“图 14.4 图 14.5 


至 于 由 m> 二 -gm>0, 8 一 0 的 图 塌 .7 变 到 m-8<l+e 
的 图 14. 与 14*2， 则 只 能 出 现 前 面 所 说 的 情况 (i)， 这 是 显 而 易 
见 的 特别 , 车 二 一 o>0( 即 < 一 1)， 则 [21 站 仍 用 前 法 证 明 O 
与 RR 外 围 不 可 能 同时 存在 极限 环 ， 但 这 结论 在 4 之 一 1 时 是 否 成 
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立 , 仍 不 得 而 知 ”， 

以 上 的 论证 对 于 m= 一 a 也 是 适用 的 , 因为 当 5=0 时 虽然 BR 
一 太 是 高 阶 奇 点 ， 但 当 6 一 变 为 正 ，VW' 立刻 与 RR 分开， 而 指标 
十 1 的 RB 位 于 下 方 ， 它 是 稳定 奇 态 ， 且 当 6==m 时 它 又 变 为 不 稳 
定 . 

以 上 分 为 和 >1+T 一 Ha m 达 1+g 三 种 情况 的 讨论 方 
法 同样 可 以 应 用 于 m>> 一 a 的 场合 ,因为 当 5=m 时 所 得 的 全 局 结 
构图 和 图 14.1, 14.2, 14.3 完全 一 样 ， 只 是 现在 出 发 的 全 局 结构 
图 不 是 图 18.6, 13.7, 138.8， 而 是 图 18.:10 了. 怎样 变化 请 读者 
自己 去 分 析 。 应 注意 , 现在 当 5=0 及 56=m 时 都 有 8 一 0 且 有 


028’ DG、 
00 |;=0 > 00 |3=m ~ 
3 随 6 而 变化 的 情况 如 图 14.5 所 示 ， 


3. om<0, 
当 8=0 时 0 与- 二， 一 了 汪汪) 都 是 不 稳定 焦点 ， 如 时 


让 6 从 0 减少 ， 那 末 0 点 变 为 稳定 ， 附 近 出 现 唯一 的 不 稳定 环 . 
如 前 一 样 知道 , BR' 的 稳定 性 在 8 一 m 时 才 改 变 , 并 且 忆 与 WV' 随 5 


的 减少 而 互相 接近 , 在 8~m 时 B' 到 达 ( 一 二 ， 一 1), 且 有 一 个 稳 
定 环 缩小 而 趋 于 BR， 下 面 我 们 证 明 0 与 BR' 外 国 不 可 能 同时 存在 


极限 环 . 
引 理 14.1 当 
6、 1 
m 2 
时 0 点 外 围 已 不 存在 闭 或 奇 网 执 线 . 


证 法 与 定理 14.1 的 第 二 部 分 几乎 完全 一 样 , 从 略 . 
1) 若 只 限制 0<5< 和 < 一 a, 则 用 [27] 的 方法 可 证 当 m/2<5<m 或 
in 92 1 
时 , (14.5) 的 极限 环 是 集中 分 布 的 , 这 里 在 两 区 同 之 间 有 一 段 空 障 。 
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现在 注意 由 (14.12) 有 


0 i mm (14.20) 
mm 2 2 AS 
V +) - 宫 

由 此 可 见 当 记 < 却 时 有 5'/m’ > 到， 故 对 方程 (14* 杂 ) 应 用 引 理 
14.1， 即 知 , 这 时 B' 外围 不 存在 闭 或 奇 闭 轨 线 换言之 ; 当 O 点 
附近 有 可 能 存在 极限 环 时 ，R’' 外 围 必定 不 存在 极限 环 ， 至 于 两 奇 
点 外 围 的 极限 环 的 个 数 的 奇偶 性 可 仿 前 一 样 讨论 ， 总 之 , 对 于 方 
程 (14.5) ,我 们 总 是 这 样 猜想 : 如 果 一 奇 点 外 围 的 极限 环 为 奇 (个 ) 
数 个 , 则 必 为 唯一 ( 唯 二 ). 

4. mw. 

如 象 3. 中 一 样 令 8 从 0 减少 , 则 0O 点 附近 出 现 不 稳定 环 . 且 
R' 与 VN’ 随 6 的 减少 而 互相 接近 ， 若 m=w， 则 在 =m 时 有 与 
入 ' 同时 到 达 ( 一 二 ， 一 1 而 成 为 高 阶 奇 点 ， 当 8 再 减少 时 B 与 
NW' 消失 . 车 m<a, 则 在 8 一 m 时 鞍点 W' 记 达 ( 一 二 ， 一 1), 其 对 
应 的 3% =0, 而 所 对 应 的 

/ pd 
0 -m(1- 空 )>0, 


故 RR 不 改变 稳定 性 ， 当 8 继续 减少 时 BR 与 W 趋 于 重合 ， 然 后 
消失 ， 由 (14.20) 容易 看 出 , 由 于 现在 


2 


—>1 
w 
改 对 [m, 0 中 的 一 切 6 都 有 
. S” 
yp 
即 R' 附近 永远 不 会 出 现 极 限 环 . 
总 结 以 上 所 作 的 分 析 , 我 们 得 到 


> 
2° 
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定理 栓 .2% 对 方程 (I 了 i-ol4<0, m 关 站 有 

Gi) 车 > 一 6>0， 则 两 指标 十 1 的 奇 点 外 围 可 同时 存在 极 
限 环 ; 

(i) 车 0<m< 二 0, 
则 对 6 在 某 一 区 间 (61,， 5。), O 点 外 围 至 少 有 两 个 极限 环 ， 对 6 在 
男 一 区 间 (6。, 5), R' 点 外 围 至 省 有 两 个 极限 环 ， 但 只 要 0<m<< 
一 4, 一 4 之 1, 0 与 BR 外 围 就 不 可 能 同时 存在 极限 环 ; 

(让 ) 硅 a<m<0, 则 0 与 BR 外 围 也 不 能 同时 存在 极限 环 ; 

(iy) 车 m<a, 则 在 BR’ 外围 不 会 有 极限 环 . 


(二 ) m 一 0。 这 时 有 方程 
一 一 一 一 十 62 十 ”十 9， YW ol1+ oan), oA0 
(14.21) 


不 妨 设 <<0， 又 可 化 nn 为 1, 因而 今后 具 研 究 ? 


< —y+6v+lv + oy, WY oll+an), 5<<0 
(14.22) 
引 理 .2 当 了 >0 而 | 中 十 |3| 关 0 时 方程 14.22) 无 闭 轨 
线 与 奇 闭 轨 线 . 


【证 】 可 取 Dulae 函数 e-%Y, 证 明 从 略 
容易 算出 当 5=0 时 对 方程 (14.22) 有 


Ds = 34 3 


即 当 71>0(<0) 时 原点 为 不 稳定 (稳定 ) 焦 点 ， 从 而 当 5<0(>0) 昌 
15 | 充分 小 时 在 原点 附近 存在 唯一 的 稳定 (不 稳定 ) 极 限 环 . 
引 理 到.3 ”原点 外 围 的 极限 环 当 


也 这 一 段 主要 介绍 [7 归 的 几 条 定理 ,对 于 方程 (14.223)，[2318] 也 作 过 类 似 的 研 
究 , 结果 与 L179j 不 完全 一 样 。 
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5< 二 (>0) 或 ;> 二 人 一 0) 


时 已 消失 , 另 一 指标 十 工 的 奇 点 外 围 也 类 似 于 此 , 但 不 等 式 收 号 . 
[证 】 当 3- 二 
时 由 (14.22) 可 得 


de 
dy ZL 二 CN) 


但 dr _ — y+oy 
和 dy 2 十 ct) 


的 积分 曲线 族 在 两 个 指标 十 1 的 奇 点 外 围 都 是 闭 曲 线 族 ( 见 8$ 13 
的 图 13. 巷 。 由 (14.23) 看 出 ， 它 位 对 于 方程 (14.22) 的 轨 线 来 说 
是 无 切 强 . 故此 时 (14.22) 必 不 存在 极限 环 . 然后 由 旋转 向 量 场 
的 理论 即 知 , 当 


5< 二 Q>0) 或 5> 二 (<0) 


时 原点 外 围 也 无 极限 环 . 
对 为 一 指标 十 1 的 奇 点 的 论断 可 先 用 类 似 于 (14: 10) 的 变换 ， 
然后 再 进行 讨论 , 并 且 也 和 本 节 ( 一 ) 眉 


z 0<m<t-_a 
们 


的 情况 那样 , 可 知 应 成 立 ， 
定理 14.3 方程 (14"22) 在 两 个 指标 为 十 的 奇 点 外 图 不能 
同时 存在 极限 环 . 
详细 证 明 留 给 读者 . 
方程 (14.22) 最 多 有 四 个 奇 点 ， 记 为 000，0)，N(0，3)， 


(二 %i 小 多 一 元， 的) 其 中 


= ee (14.23) 


_ QTVo A401—ad) 
M1 ,2 D0 多 


易 知 和 ,4 为 鞍点 , 0, 总 为 非 鞍 点 , 指标 十 1 
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下 面 利用 定理 6.4 ( 仍 是 它 的 特殊 形式 ， 即 [11 二 的 唯一 性 定 

理 ) 来 讨论 方程 (14.32) 的 极限 环 的 唯一 性 问题 ， 由 引 理 14*3 我 
们 知道 , 只 要 考虑 8 的 区 间 (- 二 ，0) 或 (0， 二 ) 即 可 。 若 把 (14.22) 


三 一 一 1 十 4 十 By 十 1 一 一 PC 一 有 (2) ， 


人 一 和 十 CO 一 IO)， 


其 中 p(O) =g 一 久 ， of (0) =1 一 2y, 则 可 见 p(y) 在 区 间 
-co<g< 亏 
中 单调 增加 ， 以 GQ. 记 平面 区 域 
{-=<z< -于 -co<y< 到 | 
而 了 (7%) == — 8%— la f(z)= FF (8) ~ — $8— 921y, 则 有 
foOY_ 1 rar26dwtd] 
( gm ) -Bra Le 十 250xz 十 0] 。 
故 当 ! 0 5<0 时 只 要 


0 之 一 一 ， 


就 有 (f(z2)/g(2))'<0, 而 当 1<0, 8>0 时 只 要 
8<2., 
wv 

就 有 (f(z)/g(w))'>0， 因 此 只 有 这 详 的 参数 (a, 1 6), 它们 能 使 
对 应 的 方程 (14.22) 的 极限 环 全 部 位 于 区 域 G 内 ， 我 们 才能 利用 
定理 6.4 来 证 明 极 限 环 的 唯一 性 ， 下 面 将 给 出 参数 (w 2 3) 所 满 
足 的 一 些 条 件 , 使 能 保证 方程 (14.22) 的 围绕 原点 的 极限 环 必 全 部 
位 于 区 域 G 中 

定理 才 .4 当 1>0,a3(0? 一 和) 一 16>0( 即 o>>21+2VB 寺 4 


1) ”以 下 五 个 定理 见 [179] 与 L218]. 
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方程 (14 32) 最 多 只 有 一 个 极限 环 (不 入 定 负 ) 
[证 】 记 经 过 可 上 4( 一 二， oj) 的 两 条 无 切 直线 为 


六 Kua(o+1) ya=0, 
其 中 Km3-(-B+VP 4), 


w 一 2413 一 芋 B-8 一 二 


2 


;1 入 ;是 方程 ak 十 BA 十 1=0 的 两 根 。 由 十 a<0， 的 
为 由 引 理 14.3, 在 1>0 时 不 妨 设 


3 
ww 


从 而 B> ->0), 


故 有 开 :<0， 开 ?>0， 又 易 见 当 5E{( 二 ，0) 时 有 %>>0， 设 天 


切 直 线 习 与 Y 轴 交 于 Wo， 显 见 mo>>0.， 因 为 原点 外 围 的 极限 环 
的 最 高 点 必 在 y 轴 上 , 而 且 它 不 能 与 互 相交 , 因此 只 要 


1 
Yi0 寺 地 D1 
便 可 保证 绕 原 点 的 极限 环 必 全 部 落 在 区 域 人 中 了 .要 
: io< 工 ， 

易 见 只 须 
和 Dba’—4t o2—27 ao(a—4)) 16 

HO)= -0 33 十 二 一 了 一 + 一 一 - 

< z (14.24) 


令 豆 '(3) 一 0, 得 两 根 为 


2 _& 
901— 30 52 一 2*. 


的 3<0, 不 等 式 (14.24) 都 成 立 ， 定 理 证 毕 ， 
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对 于 Qi*(e 一 急 ) 一 16<0 的 情况 , 由 于 这 时 如 (0) >0， 因 此 不 
等 式 (14.24) 不 是 对 所 有 的 50 都 成 立 ， 设 88 是 五 (8) =0 的 唯 
一 的 人 负 根 ， 则 上 只 有 当 6<6s 时 才 有 扎 (6) <0. 适当 的 估计 6s 的 
值 , 可 以 得 到 下 一 定理 . 

定理 14.5 当 1>0， | 
3— < §(1+ 元 4) 
时 ， 方程 (14. .22) 至 多 有 一 个 极限 环 ( 不 稳定 ). 

证 略 , 请 参看 作者 原来 的 论文 [179]. 

定理 14.6 当 1<0，w 十 和 4 宇 4 时 方程 (414， 22) 最 多 有 一 一 个 极 
限 环 ( 稳 定 环 ). 

【证 】 记 无 切 直线 与 y 轴 的 交点 为 所, 易 见 有 妨 >0， 如 
前 只 须 证 明 

jt 

由 定理 14.4 的 证 明知 道 ， 只 需 不 等 式 (14.23) 成 立 ， 且 S< 
min(61, 6,)， 在 本 定理 的 条 件 下 显 见 有 (we? 一 包 ) -16>0, 因此 
互 (0) <0. 故 五 (8) 二 0 至少 有 一 正 根 , 设 其 最 小 正 根 为 3 由 定 
理 的 条 件 知 


a(t)<0 
aa 
又 容易 计算 | H(-)>0, 
a” 


从 而 一 可 5 是 二 “的 极 修 值 反 ， 是 匡 的 极 大 值 点 ,所 以 3% 应 


在 二 与 a 0 之 间 ( 见 图 14.6) ,因而 当 5 二 一 时 不 等 式 (14.24) 


_ 定 成 立 gmin Cd 6s) ， 青 由 引 理 14 即 知 定理 的 结论 
成 并 
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图 14.6 图 14.7 


适当 地 估计 54 的 近似 值 , 还 可 以 得 到 : 
定理 14.7 当 71<0, 
?十 天 十 4 
各 
时 方程 (14 2) 最 多 有 一个 (稳定 ) 极 限 环 
证 咯 . | 
以 上 所 得 到 的 唯一 性 定理 14.4 和 14.6 只 解决 了 关于 方程 
(14*22) 的 极限 环 个 数 问题 的 一 部 分 ， 在 参数 (&, ) 平面 上 来 看 
以 上 两 定理 只 不 过 证 明了 当 (a, ?) 落 在 区 域 I( 图 14.7) 中 时 方程 
(14.22) 的 极限 环 是 唯一 的 , 在 此 区 域 以 外 则 不 得 而 知 ， 但 我 们 可 
以 肯定 地 说 , 除 区 域 工 以 外 , 对 (g, 中 平面 中 其 他 地 方 的 点 , 极限 环 
的 唯一 性 不 一 定 成 立 。 
定理 14.8 当 >24? 时 ， 如 果 存 在 包围 原点 的 极限 环 , 则 对 
于 某 些 8 它们 至 少 有 了 两 个 [179] 
[证 】 设 荆 是 (14.22) 的 包围 原点 的 极限 环 ， 沿 荆 计算 发 散 
量 的 积分 . 


- 8+ < 
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(TT) = b( 和 + 伯 ) di = =- (8+212)dt = 中 (3 一 2a1o2 翅 
-中 | ba 加 (4 一 4) la 


_ 2al SQ—ad) 
lt—ad p [yr -yt 20t | 


-Th la) + he 


因此 当 8( 不 妨 设 83> 二 满足 28(4 一 a8) -al<0 时 有 TCD<0 
由 此 可 见 , 这 时 荆 其 实 已 经 不 存在 了 . 因为 如 果 工 存在 而 非 唯一 ， 
则 总 可 找到 一 个 使 TT) 二 0 不成立 ; 反之 , 如 果 工 唯一 存在 , 则 了 
的 稳定 性 与 原点 的 稳定 性 相同 , 也 不 可 能 . 

男 一 方面 , 要 6 满足 26(1 一 a6) -al<0, 只 要 


3<0'— (1 -1-2 2 ) 
即 可 ， 义 只 有 当 
«x da 
8<5~ 


时 奇 点 如 与 4 才 存 在 ， 当 1 这 20? 时 显 见 有 8>8， 因 此 在 包围 原 
点 的 极限 环 从 产生 到 消失 的 参数 变化 范围 内 , 奇 点 B 与 4 都 不 存 
在 ， 

现在 假设 极限 环卫 唯一 存在 , 则 它 必定 是 不 稳定 环 ,因为 原点 
是 稳定 的 ， 随 着 8 的 减少 , 工 不 断 扩大 ， 直 到 直 鞍 点 入 而 成 为 内 
不 稳定 的 分 界线 环 ， 但 我 们 计算 Y 的 发 散 量 等 于 6<0, 这 又 要 求 
分 界线 环 应 是 内 稳定 。 以 上 的 矛盾 说 明 , 对 某 些 5 0 外 图 的 极限 
环 至 少 应 有 两 个 。， 由 此 可 见 , 如果 0 的 外 图 极限 环 最 多 也 只 能 有 
两 个 的 话 , 那 末 情 况 还 是 和 (一 ) 段 


0<m< 卫 一 
的 一 样 ， 当 原 点 外 国 的 不 稳定 环 尚未 扩大 而 到 达 N 点 时 经 过 六 
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点 的 两 条 分 界线 已 经 相互 接近 而 重合 为 分 界线 环 了 ， 然后 , 分 界 
线 环 消失 , 产生 一 个 稳定 环 向 里 面 缩小 , 这 时 原点 外 围 就 恰好 有 两 
个 环 , 他 们 最 后 重合 为 半 稳 定 环 而 消失 . 

定理 14.4，14.6 与 14.8 说 明 , 在 (4, 中 参数 半 平 面 中 ， 只 有 
区 域 了 和 中 极限 环 的 个 数 问题 得 到 了 解决 ， 而 且 区 域 工 中 的 
问题 并 未 彻 肛 解决， 因为 极限 环 的 唯 二 性 尚未 得 到 证 明 ， 氨 今 为 
止 , 本 书 $7 的 那些 定理 对 于 方程 (14.22) 都 还 用 不 上 ， 因为 其 中 
的 p(yY)==y 一 六 只 有 当 

z yy 

时 才 是 单调 函数 . 

至 于 区 域 T 和 二 以 外 的 地 方 ， 其 所 对 应 的 方程 (14.22) 的 极 
限 环 到 底 有 几 个 ? 也 是 悬而未决 的 问题 . 不 过 我 们 仍然 相信 ， 方 
程 (14.22) 如 果 有 极限 环 的 话 , 应 该 不 会 多 于 两 个 . 


(三 ) m% 一 0， 这 时 有 方程 

-一 一 一 9 十 8Sz 十 1o2 十 00 2 一 (十 ao)， (14.25) 
不 失 一 一 般 性 , 可 设 a 二 1 1> 0 于 是 有 

0 yt d+ le? maoy, wl+e), i>0, 

| (14.26) 
易 知 此 方程 有 两 个 奇 点 0(0, 0) 和 (一 1， 一 一 )，0 为 非 远 


mm 二 14 
把, 已 当 m 十 1<0 时 为 非 鞍 点 , 当 m 十 1>>0 时 为 鞍点 ， 


“ 训 理 14.4 当 8 一 0，0<m<32 时 方程 (14.26) 在 全 平面 不 存 


在 极限 环 [219] . 
【证 】 注意 1 一 mw=0 We 作 Dulac 函数 
B(%, Yy) = (1 — mw) To n+3( 南 +1) 2 


则 当 8=0 时 有 
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(BP,) + (BQ;) | 
=—12mr 2m) vt my) BY, Y), 
显然 上 式 右 端 当 0<m<2 时 为 负 ” 引 理 得 证 2?. 
引 理 14.5 当 6=0，m<0 时 方程 14.26) 无 包围 原点 的 极 
限 环 . 
【证 】 作 Dulac 函数 
Bl(w, y) = - ey, 


ml 


则 当 6 二 0 时 有 
(BPs)+ 扣 (BQ2) = —1(2me—2+m)e (me —1) ew, 


显 见 上 式 右 端 在 

z> 二 
时 为 定 号 ， 由 于 工 一 mz= 0 为 无 切 直线 ， 而 包围 原点 的 闭 轨 线 应 
在 区 域 


»> 工 
mn 


中 , 故 引 理 得 证 ， 
引 理 14.6 当 1GQ 十 m6) 志 0 时 方程 (14.26) 不 存在 极限 环 ， 
【证 】 作 Dulae 函数 Bz, 2) = 圭一 oO 一 则 有 
0 0 
Bt (Be) 


一 二 | -ma(z -全 ) 十 7 十 6 | G- mo) 


在 引 理 的 条 件 下 , 上 式 右 方 为 常 号 , 故 引 理 得 证 ， 
引 理 14.7 当 


0 
> 
之 1 


” 儿 [910] 给 出 本 定理 的 另 一 证 法 。， 
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时 方程 (14.26) 无 包围 原点 的 极限 环 ”. 


【证 】 考虑 方程 
Y= -ytmoy, WY ote (14.27) 
它 以 原点 为 中 心 点 ， 比 较 (14.27) 与 (14.26) 的 轨 线 的 斜率 , 得 
-tmyti to -y+moy 和 十 9 
十 作 人 十 0 1 十 名" 


由 此 可 见 , 两 方程 的 轨 线 相 切 之 点 的 轨迹 为 
1 二 Zz 一 0 各 人 二 一 0 

0 外 图 的 (14*26) 的 闭 轨 线 荆 当 然 不 能 和 1 十 w=0 相交 ; 如 时 
8/1>>14, 则 刻 十 5=0 直线 在 % 十 1 一 0 的 左 方 , 工 也 不 能 与 它 相 明 ， 
但 这 也 就 说 明了 二 不 可 能 存在 . 

引 理 14.8 65>7 时 方程 (14.26) 不 存在 包 图 奇 点 BR 的 极限 
环 . 
” 【证 】 拒 坐 标 原点 移 到 BB 去 , 方程 成 为 


ml—6) 
二 


Ux 一 _ P| 
一 一 一 (十 人 2)4/ +(5+ 证 27)z 十 pe 十 mw, 


vl), 


(14.28) 
不 妨 设 1 十 m<<0, 否则 尽 是 鞍点 或 不 存在 ， 作 变换 ; 


,9 Tt/ VI, 
MV —1—m 


则 (14.28) 化 为 ( 仍 改 记 X, 9 了 为 2, 9, 缚 


全 一 一 9 十 32 十 Yo 十 mo W140), (14.29) 


T= — 


其 中 


1) 由 于 人 与 1 一 2) 同 号 ， 引 理 147 仅 在 m<23 时 才 需 要 证 明 ; 当 ? 宇 2 时 
结论 是 显然 的 。 又 此 引 理 对 !<0 也 成 立 ， 
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1 G 一 (2+m)! 1/ —t 
(m+1)V--1—m’ V 一 一 
m= 一 入 ( 工 十 7 ) 一 ， (14.30) 


然后 由 引 理 14.7 即 得 本 引 理 揭 证 明 ， 因 为 由 8/V > 可 以 推出 
3>1. 

前 面 已 看 到 当 6=0 时 原点 的 焦点 量 与 1(m 一 2) 同 号 ， 又 由 
(12:21) 式 易 见 当 5=0, m=2 时 , 原点 的 焦点 量 与 一 1 同 号 , 因而 
由 Bayra 的 理论 可 得 : 

定理 14.9 G) 当 6=0,m>2 且 mm 一 2<&1 时 ,原点 外 围 至 少 
存在 一 个 极限 环 ， Gi) 当 m>2, 8<0, 且 0<18| < 和 一 2<T 有 时 ， 
在 原点 外 围 至少 存在 两 个 极限 环 ，(ii) 当 m<2, 0<5<1 时 ， 
在 原点 外 围 至 少 存在 一 个 极限 环 ，(iv) 当 3=0, m< 一 2 且 
Im-+21<1 时, 有 点 外 国 至 少 存在 一 个 极限 环 ，(V)》 当 m= 一 2， 
0<5<1 时 ,在 且 外 国 至 少 存在 一 个 极限 环 . 

推论 14.1 由 定理 的 (省) 和 (Vv) 可 知 ， 当 m= 一 2， 0<6<1 
时 ，0 与 尽 外 围 同时 存在 极限 环 . 

下 面 我 们 将 分 别 各 种 傅 形 来 研究 极限 环 的 唯一 性 问题 ， 因 已 
知 直线 1 一 mw 一 0 为 无 切 , 故 可 引进 变量 代 换 


于 是 方程 (14.26) 化 为 ( 仍 改 记 7 为 起 
为 了 研究 极限 环 的 唯一 性 , 对 方程 (14.31) 作 变换 


=- 二 十 0 zy 
| 4 1—mzr” 遇 


则 方程 化 为 ( 仍 记 了，9 为 x, ) 


Ty, Wg -fy (1439) 
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其 中 9(o) 一 , f (0) = 


(1—me) 


= — Mv” 


当 于 十 92 全 0 时 上 | 

定理 14.10 当 m<0 时 方程 (14.26) 最 多 存在 一 个 包围 原点 
的 极限 环 [220]. 

【证 】 我 们 利用 $6 的 定理 6.4[113] 来 证 明 本 定理 ， 显 然 只 


要 验证 当 m<0 时 Jj(z)/g(z) 在 区 间 (元 ， oj) 和 (0， 十 cc) 内 为 
不 减 函 数 即 可 ,其 中 
QVite ) /mm 


为 Ka) 的 零点 (由 于 引 理 14.6 知道 当 1+-S2<0 时 方程 无 极限 


环 ， 故 不 妨 设 1 十 -< >0). 这 里 可 分 两 种 情况 来 考虑 : 当 m< 一 1 
时 考虑 的 区 间 为 
(二 和 〈0， 十 co)i 


1 
而 当 0> 思 > 一 上 有 时 则 考虑 区 间 
(一 1, xz) 和 (0, 十 ce)， 
容易 算出 
2 (TY )= -AC 
9 (%) (1—mz)?(z TE 
其 中 
Ps)=mly —4ms+ Ql—m— 8m 
+ (26—2md)w+6. 
由 于 已 设 />0， 故 当 m<0 时 不 妨 设 5>0， 否 则 0 外 围 不 能 有 
极限 环 . 显 见 当 Z>0 时 有 Lasko) >0， 下 面具 要 证 明 在 区 疝 
(二 1)( 当 m< 一 了 或 在 (一 1 四) ( 当 0>m> 一 了 D 中 Ps(w) >0 


1 
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即 可 . 
首先 考虑 当 


6 
v 和 一 了 本， 


即 zE ( 工 ，- 立 ) 或 zcE (一 1 一 立 ) 的 情况 ， 把 Pio) 改写 为 
Ps,(%) = (s+ )le(—m+2—4met mw’) 


一 6 (人 (m2 +1), 


便 容易 看 出 不 论 v€ (= -了 )( 当 m<—1), 或 2E( 一 1 -了 ) 


( 当 0>>m>> 一 1), 都 有 Ps(z) >0. 
为 了 确定 Ps(%) 在 区 间 ( 一 了 ，) 中 的 符号 , 可 以 把 它 写成 
Pu(z) = (mlg’— 2 — Hw (mg—1) — ml 
、 十 (一 9 一 2710)02 十 (一 2720)2 十 9. 
p92)= 一 ml1zs 十 (一 "1 一 2m3)z2 十 (3 一 2003)z 十 8 
则 
A 从 )>0 aa 
D (一 一 302 十 2( 一 7 一 20728)j2 十 8 一 2020， (14.34) 
对 于 mm 过 0, 9 (oz) 一 0 如果 有 实 根 ， 必 定 是 两 个 负 根 ， 其 中 较 大 的 
一 个 是 : 


(14.35) 
由 (14.34) 和 (14.35) 可 以 看 出 ，9(2) 在 区 间 ( 一 二 ，x1) 内 是 增 两 
数 , 再 由 (14.33) 知 在 这 区 间 内 有 yp(o) >0。， 因 此 , 当 %<0 而 wE 
(~ 访 ，w1) 时 有 Ps(e) >0, 故 定理 得 证 . 
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由 推论 14.1 和 定理 14.10, 再 考虑 到 方程 (14.29)， 可 以 得 到 

推论 再 .2 当 m= 一 2, 0 一 和 时 ,方程 (14.26) 在 已 与 已 
邻近 分 别 同时 存在 唯一 的 极限 环 . 

[221] 改 动 [118] 的 唯一 性 定理 (定理 6.11+) 而 得 到 下 面 的 引 
理 14.9， 用 来 研究 当 m>0 的 情况 下 方程 (14.26) 的 极限 环 的 只 
一 性 . 

引 理 14.9 设 在 带 域 z1 二 0 过 <x。 上 给 定 方程 


dg 9(?) (14.86) 
dv Fo)—Yy" 
引进 BHAHMTIOB 变换 
2 一 | 9(z)adtw， 
把 方程 变 为 
wy_ .1 yy 
wm FG-y ?> 1 
ay __ 1 ， 
-hy 当 5<0 (14.38) 


方程 (14.37) 和 (14.88) 分 别 在 区 间 0<z<zo 和 0<<z<<z0 中 定 
义 , 其 中 
“oi -| 9 (2) dz. 
假设 满足 下 列 条 件 ， 
1) wg(%)>0 rw#*0, 9g (0) 40. 
2) F(z2) <0 3 0<z<¢0; | 
3) 存在 两 个 数 z 与 图 (0 委 z< <zo0) ,使 
(9) P22) (2—20) <0, 当 2 关 20，0<2<203i 
(b) ae ) = F(z’); 
(c) Fi(2)<0 3 2 < 0 
(d) 或 是 fF2(z) <0 当 2o<2<2 
或 是 当 2zo=0 且 


$ 14. 第 工头 方程 的 极限 环 的 相对 位 置 以 及 唯一 性 , 唯 二 性 337 


lim ou(2) =a0>0 


(其 中 避风 一 了 (2) - -页 5 林 ) 时 ， 下 面 的 不 等 式 成 立 
“(2) (2 一 2) <0, 当 2 关 2< 和 0 一 2 二 入 
Fi1(2) <0, 3 0<2<%01 
(> 
当 B<y<Aaks ), 其 中 
B= Max [ lim F(z2)], 


Fy) 是 F(z) 的 反 函 数 ， 则 方程 14.36) 最 多 只 有 一 个 极限 
证 , 如 果 人 存在 , 必 为 单 重 环 ， 
证 明 与 定理 6.11 差不多 , 故 从 略 . 
,定理 14.11 当下 列 三 条 件 之 一 成 立时 . 
1) 0 一 0; 0<m<2,; 
3) m>2, +> > 一 + 一 一 一 一 一 一 -一 


方程 qa.) 归 多 条 -个 李 | 归 环 如 果 存 在 , 必 为 稳定 环 [221] 
【证 】 由 引 理 14.7 知道 ， 当 8>>? 时 方程 (14.26) 无 极限 环 ， 
又 由 引 理 14.4 和 旋转 向 量 场 的 理论 知道 , 当 6<0, 0<m<2 时 方 
程 也 无 极限 环 ， 下 面 我 们 不 妨 只 就 方程 
dx -yt lt dy w+ 


dt l—mz’” df. 上 一 0 
来 考虑 ,与 14'86) 比 较 , 可 知 现在 


一 9 一 mg 


(14.31) 


0 Tr 


f ~ : ! | __ lw + Ow, , 1 一 人 
fs {we ( 1 — me gs 人 十 作 
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— mily; (2) + 2 2) +6 
(1 me (2)) (i(2) + (2)) 
这 里 w1(%) (za(?)) 是 z(w) 对 于 >0(<0) 的 反 函 数 ， 从 上 式 可 以 
得 到 当 6=0 时 有 % 一 0, 且 在 极 眼 环 可 能 存在 的 区 域内 有 


L 上 以 一 02021 十 2) 
P12) = (1 — mw1) (十 2 ) < 


当 5>>0 时 函数 (wa(z)) 的 符号 在 
ra (20) = Tom 


点 由 正 变 负 ， 且 Fi1(2) <0 对 0<%<<z01, 
“下面 我 们 要 证 明 曲 线 (2) 和 (2) 在 区 间 
0<z<min (or, os) 和 
中 只 有 一 个 公共 点 ,为 此 只 要 证 明 方程 组 
V22 十 Gao _ U3-t Om 


1— Ta 1 一 人 ， (14 | 39) 
2 二 -| 区 十 2 
| 1—mgw dw— 0 了 工 一 ?20 do (14,40) 


当 wa<0, 2>0 时 有 唯一 的 非 零 解 . 注意 ; 如 果 所 (2) 与 了 a2) 没 
有 公共 点 , 或 (14*39) 与 (14.40) 没 有 实 解 2a<0 与 1>0， 则 方程 
(14.31) 没 有 极限 环 ， 

由 (14.39) 可 解 出 


V1= (Va) 一 1， 


再 在 G4. 40) 中 把 vi 看 成 是 3 的 函数 ， 由 此 可 求 得 


vo (wa 十 1) (1 — mei) 


A = 


饰 究 两 个 导数 之 差 . 
4A=W (1, wa) 一 9 (za) = p(T va) — 9 (ws) 


+m6) Pa (wa) 
~ ZI mo) (—6— {rs) (一 人 一 mlvs lv ? 
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其 中 FACAE LE 
+ 26+ md)z2 +0° — ol., 
要 证 明 方程 组 (14.89) 与 (14.40) 有 唯一 的 非 零 解 ， 只 须 证 明 
当 一 1<za<0 时 Pa(wa) 只 有 一 个 零点 好 了 . 现在 假设 相反 ， 即 
Ps(zs) 在 -1<zas<0 内 至 少 有 两 个 零点 。 显然 , 在 3=0 时 这 是 
不 可 能 的 . 因此 可 设 S>0， 由 于 P4- 孔 >0 而 Psek0 <0， 让 
Ps(wa) 在 区 间 (一 4,0) 中 至 少 有 三 个 零点 。 从 而 Pa(ws) 在 (一 4,0) 
内 至 少 有 两 个 零点 ， 但 由 Pa( 一 二 <0 及 Fa0) >0 又 可 推出 
Pa(wa) 在 (一 4, 0) 中 至 少 有 三 个 零点 ， 这样 ，Pa(zwa) 在 (一 14, 0) 中 
应 至 少 有 两 个 零点 , 但 这 学 直接 计算 是 相 矛 盾 的 . 这 就 证 明了 : 万 
程 组 (14.39) 与 (14.40) 当 ms<0, v1>0 时 有 唯一 的 非 零 解 . 
下 面 再 验证 引 理 14,9 的 条 件 3) 中 的 〈e)，(d) 两 条 。 可 以 直 
接 算出 


F(z) Tr Qa Lzilz) 1], 
其 中 Qi(0) mo dmled + (ml m8) 
+2(1—m) dm+6, 
容易 看 出 , 当 8 二 0 时 对 于 所 有 的 zE (0，%01) 都 有 ZI1<0. 而 对 
2(Z) 则 存在 唯一 的 z<z*, 使 当 z=z 时 2(z) 由 正 变 负 . 
当 8>0 时 只 要 在 ma€ (一 1， wo) 来 研究 形 (za(z)) 就 够 了 . 


首先 考虑 sa€ (一 了 了 ，m0)， 把 Qs(ws) 改 写 为 
: Qs (ws) ~ (mlzx2— 2lw2 ~ 60) wa Mra — 1) 
+ (za+1)(—mizz—2mova 6). 
易 见 当 z2€ (一 ，z0) 时 Q(zz) >0， 从 而 到 (oa(2)<0， 
其 次 考虑 
: —1<7za< 5, 


把 Qu(wa) 改 号 为 
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Qakva) 一 ( v2 TT 9 | mal — (4m} +-m2d) 2 


262 S2 363 
十 (m3 十 38 一 mol 二 一 ) za—mé 一 一 一 一 一 | 
z 
68+ m0 
b 2 BB 
了 从 分 
显然 当 mi3 十 31 一 m1 十 到 0 
即 总 > Ym 
时 有 Qs (%2) >0. 
为 了 验证 引 理 14.9 的 条 件 8(e), 只 要 证 明 
4 二 1 1 
1 


ova) py 
在 条 件 (14. 89) 成 立时 只 有 一 个 零点 。 容 易 算 出 


1 (一 m8) (v1) ymtra) 1 
《CTU 十 2 十 9 一 lo 十 2 十 2) 


其 中 7Y (0 = + (1 二 jw 一 和 
由 于 (14"89) 成 立 , 故 
| : -- 人 一 二 


因此 少 在 所 研究 的 区 域内 只 有 一 个 零点 引 理 14.9 的 全 部 条 件 
都 已 验证 , 定理 证 毕 . 

定理 14.123 当 6>=0 时 方程 U4 26) 的 包 图 原点 的 极限 环 最 
多 只 有 一 个 [222]. 

【证 】 由 引 理 14.7 可 知 , 只 机 研究 当 和 >2, 1>3>0 成 立 的 
情况 即 可 、 把 方程 dt“81) 中 的 y, t 变 号 , 得 


| i pg 


dt 1i—mz’” dt me 
我 们 要 用 定理 6.11 来 证 明 本 和 定理、 由 定理 14.11 的 证 明 可 知 , 现 
在 只 要 验证 条 件 ; 
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271(2)2t+ (2)<0, 当 0<z<z0l 


就 够 了 , 由 于 
2 8 十 巡 
一 上 一 太史 
一 。 1 _1Y. 1 1 
5 二 (1 二 ) (1+ 二 )inl1 mz|, 
/7/、 mw (2) +2lv (2) 十 人 
1 (2) ~ (1 — mwi(%) ) (V1(2) + £2 (2))’ 
vw 十 
| 
的 反 画 数 ， 
WZ) = P, (v1(2)) 


(91(2) + 2)) (1 — mri(2))‘ 
其 中 Pip) =malel dnil4 (ml dmd) 
因此 只 要 证 明 当 二 >z>0 时 有 
QZ) 一 2P0c)202) 十 (2 一 2 一 6) (+r) <0 
zt 


nN 一 8 
ttn. 


于 是 上 式 可 写成 
Q(®) =2 | Qi (0) +Qu(e) ~2m8 a+ mt1) 


十 纪 (au (20 一 2720 ) 十 040 1) 十 2 [ai (20 一 2n26 ) 十 Ca9] 


十 2a[as(28 一 270206) 十 as8 ] 十 ， 中 


其 中 
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Qi(e) = [malyt — 4mlys t+ (3 — ml — Sml) wv 


2 [og+... 


[5 (my 十 1 二) 十 


+ 2mtD) mesa pl 


Qo(z) 一 2Z( 一 31 一 8 一 3m8) 十 妇 ( 一 2 一 2 
tmmt+1)r < 0, 


Cn 一 = (m+1)m wo 


因为 0<w< 二 ， 
故 <<as-z, 由 此 易 证 Q(z) <0, 定理 得 证 . 

由 以 上 三 个 定理 可 以 看 出 , 关于 方程 (14.26) 的 极限 环 的 唯一 
性 问题 已 基本 解决 了 不 少 情 部， 但 唯 二 性 则 疝 无 任何 结果 .， 研究 
方程 4436) 的 极限 环 问题 的 还 有 [223] 积 1224] . 

对 于 完整 的 I 类 方程 (14.1) 的 研究 则 有 在 8 43 中 提 到 的 
[209], 即 研 究 方程 其 有 两 个 一 阶 细 焦点 (因而 无 环 ) 时 的 全 局 结构 
和 分 歧 曲 线 . 还 有 [223], 其 中 用 了 类 似 于 $15 要 提 到 的 [230] 中 
的 变换 , z=x, y=y 一 Bx, 但 86 为 待定 的 系数 .经 过 上 述 变换 以 后 
方程 (1) 变 为 ( 仍 记 x, 9 为 2, 9) 

人 一 y 十 (6 二 +B)z+ (4—mB+ngB’)w? 
+(m—2n8) vy tm =P(%, Yy), (14.41) 
YW ~ BP(g, y) +2(t+as). 
然后 把 (区 "41) 与 方程 


P(e, y), 入 =%(1+ay) (14.42) 


比较 , 由 (14.42) 的 定性 人 性质 可 导出 (14.41) 的 某 些 定性 性 质 , 例如 


可 证 
定理 14.18 若 4.42) 在 0(0, 0) 外 围 无 极限 环 ，O 为 


AN 囊 


虱 产 册 朵 
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(14.42) 的 稳定 (不 稳定 ) 奇 点 ， 则 当 B>0G<0) 时 ，(14.41) 在 O 
外 围 亦 无 极限 环 ， 设 (14. 和 442) 在 另 一 指标 十 1 的 奇 点 及 外 围 无 极 
限 环 ,， 生 MM 是 U4.,42) 的 不 稳定 (稳定 ) 奇 点 ， 则 当 B<0(>0) 时 ， 
(4.41) 在 好 外围 亦 无 极限 环 ， 又 着 (14. 科 ) 在 全 平面 无 环 , 上 且 0 
与 人 的 稳定 性 相同 ， 则 (14 和) 不 能 在 0 与 如 外 围 赔 时 存在 极 
限 环 . 
[22381 还 对 I 工 类 方程 应 用 上 述 变 换 , 并 取 适 当 的 B, 得 证 
定理 14.14 1) 设 1<0, 1+n>0， 
0<3n<Vi—4n, 
1 了 (i) + (lVIi-4)>0, 
则 当 0< -6<4 时 (已 w%- 存在 不 稳定 极限 环 。 
2) 设 下 列 诸 条 件 之 一 成 立 
() n>0, 8+-<0, 
(ii) 0<4nC+n) <1, | 
8+ [1 Vi- A(t) <0, 
2 0 
lt+tvVi—-4m 
则 (了 Dm=i 不 存在 极限 环 . 
又 在 (14* 代 ) 中 车 取 


或 《iiiy) %<0，8T 


i 
B= Dn,” 


并 对 (14.42) 取 Dulac 函数 eaC- 安 )， 同时 应 用 定理 14.18, 可 证 


当 
3+ 如 (1 各)<0 


时 , (ID 若 有 极限 环 必 为 集中 分 布 . 
此 外 , [234j 还 研究 了 (ft4. 妃 , 得 到 不 少 有 关 极 限 环 不 存在 , 存 
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在 性 和 个 数 的 定理 , 例如 
定理 14.15 车 6=m(1+n) 一 24 一 0，n 关 一 4，n(4 一 7) 一 
2722 交 0, m 头 0, 则 (14*1) 在 全 平面 最 多 只 有 一 个 极限 环 . 
定理 14.16 当 5 十 38>>0， m(1+n) 一 24>0， 6<0,， 且 
5n+3|，|m(i 填 1) 一 2g| ，|8| 适当 小 , 则 方程 (i411) 44, sro 在原 
点 附近 至 少 有 三 个 极限 环 . 
定理 14.17 若 3=1+2= 一 05%x0, 则 0 外 围 没 有 极限 环 , 当 


m+4 
2 


时 是 外 图 至 少 有 一 个 极限 环 ， 当 &<0 或 


_m’++4 
2 


0 一 外 一 <<1 


<0 


np 


时 玉 外 围 不 存在 极限 环 . 


习 题 


1. 证 明 本 节 开 始 时 天 于 方程 (14.4) 的 极限 环 的 唯一 性 结论 
2. 许 明 当 和 <0，2> 0，4>0 时 方程 (4.1)。 和 在 0 外 图 不 存在 极 
限 环 L2344. 


(提示 : 1 进 时 间 变换 - 双 ~ 二 


mz —1 
3. 证 明 5| 理 14.1. 
4. 证 明 引 理 14.2. : 
5， 证 明 引 理 才 .3 的 结论 对 0 以 外 的 另 一 指标 +1 的 订 点 也 成 立 ， 
6， 证 明定 理 14.3. 
7, 证 明定 再 14.4 中 的 
yo< 避 


等 价 于 (14.24) 中 的 不 等 式 ， 
8, 证 明 (14.30) 中 的 等 式 ， 


9. 证 明 他 一 -y+emey 一 JP， 季 一 e(1+ag) 


在 原点 附近 不 存在 闭 与 奇 闭 轨 线 ; 在 另 一 指标 为 .十 1 的 奇 点 BR 附 近 当 
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9 
zx -+m 
2 


时 有 不 稳定 环 缩小 而 趋 于 BR, 当 


gi 4+ 
0m 
时 BR 附 近 也 不 存在 闭 与 奇 闭 轨 线 . 
10. 证 明 老 在 方程 
一 0 上 6z 上 152 二 ab 十 扫 YW yl+ar) 
at / at 


中 c<0 1>0, 二 m6 十 1<0, 则 原点 外 围 最 多 只 有 一 个 环 ， 


4 


$15. III 类 方程 的 各 种 局 部 
性 质 和 全 局 性 质 


本 节 研 究 可 能 有 极限 环 的 方 种 


= 一 4 十 8z 十 1o2 十 mog 十 9272， 


(15.1) 


WY yl1+an+by) 


的 各 种 局 部 性 质 和 全 局 性 质 ， 如 果 不 限制 5 头 0, 则 (15 才 代表 最 
一 般 的 , 可 能 有 极限 环 的 二 次 系统 , 而 8§ 12 一 14 所 讨论 的 工 开 类 
方程 实际 上 都 是 (15.1 的 特例 而 已 。 在 $ 12 中 我 们 已 经 提 到 过 ， 
苏联 数学 家 对 于 二 次 系统 有 其 他 的 分 类 方法 ， 不 论 是 它们 的 4 
类 还 是 如 类 方程 ,在 转化 为 我 们 的 分 类 时 ,一般 来 说 , 都 具有 0 关 0 
的 特点 ， 因 此 本 节 还 将 介绍 一 些 苏联 数学 家 在 七 十 年 代 以 来 对 二 
次 系统 的 较 好 的 结果 ， 由 此 也 可 看 出 他 们 的 分 类 法 确 有 其 优越 
性 . 

首先 , 介绍 一 个 简单 而 重要 的 不 存在 极限 环 的 定理 . 

定理 二 .上 方程 


Fr - 一 十 22 十 2012， 
7 (15,2) 
=s(l +arvt by) 
当 w(5 十 24) 一 0 时 存在 一 个 或 两 个 中 心 氮 , 当 @(0+2W) 关 0 时 没有 
闭 或 奇 闭 委 线 . 
【证 】 对 方程 (15.2) 可 有 取 ” 


1) 注意 (15.3) 右 边 当 1+by<0 时 可 能 取 复 值 ， 


[i 
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Bls, 内 一 GT 《15.3) 
则 可 算出 : 


2-(BPs) + (BQ) = — 4b +2D) (1+bo) 2 


(15°4) 
当 a(b+2) 0 时 上 式 右边 恒 等 于 零 , 方程 15.2) 有 首次 积分 , 故 
有 一 个 或 两 个 中 心 点 , 当 5<(8 十 20) 关 0 时 上 式 右边 在 半 平面 1 十 19 
>0 中 保持 常 号 , 且 1+by 一 0 对 (15.2) 来 说 是 无 切 直线 ， 故 方程 
(15.2) 在 原点 外 转 没 有 闭 或 奇 闭 轨 线 ， 要 证 (15.3) 在 半 平 面 
1 十 09<0 中 也 是 如 此 ， 只 要 先 把 原点 移 到 半 平 面 1+by<0 中 的 
指标 为 十 1 的 奇 点 上 去 ( 易 见 如 果 存 在 这 种 奇 点 的 话 , 它 必定 就 是 
(0, 三 )), 然 后 改 取 新 的 形 如 (15.3) 的 了 B(z， 9), 就 可 仿 前 一 样 来 证 
明了 . : | | 
方程 (15.2) 当 al5 十 27) 天 0 时 的 全 局 相 图 和 分 歧 曲 面 在 $ 18 
最 后 已 所 到 过 有 [208] 和 [209] 的 工作 , 在 这 以 后 ,1965 年 居 乃 且 ? 
试图 对 特殊 III 类 方程 
学 = 一 4 十 82 十 1 +mey 十 4 WY =w(1+ by) (15:5) 


证 明 与 $12 关于 I 类 方程 的 定理 12.4 与 定理 12.6 完全 平行 的 
结果 、 但 他 的 猜想 当时 只 是 部 分 地 被 证 明了 .他 得 到 以 下 两 条 定 
理 ， 

定理 15.2% 方程 


J 


yt tmy tm, 3 总 = =z(1+2y) (15.6) 


m+0 一 0 时 有 中 心 点 ， 双关 代 于 方 
n(nt bmO—1=0 (15.7) 
对 8 有 实 根 , 则 (15.6) 当 .mCt+%) 天 0 时 不 存在 极 恨 环 ， 
1) 他 的 下 列 结果 未 发 表 ,但 已 墙 和 本 书 第 一 版 $ 14. 
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定理 15.3 方程 (15.5) 当 1)%n=0, 2)1=0,; 3) 0 一 一 9i; 
4) b=? 等 四 条 件 中 的 任何 一 个 成 立时 ， 如 果 存 在 极限 环 ， 则 必 为 
唯一 . 

前 一 定理 的 证 明 仍 用 Dulac 函数 法 ， 下 一 节 再 说 。 后 一 定理 
的 证 明 仍 用 [4111] 的 唯一 性 定理 

自 1966 年 以 后 的 约 十 年 中 ; 我 们 的 工作 完全 停 下 来 了 ， 但 在 
这 期 间 ， 苏 联 数学 家 关于 二 次 系统 的 研究 却 有 了 显著 的 进展 ， 在 
$12 末尾 我 们 已 曾 提 到 , [200] 用 了 新 的 方法 证 明定 理 12.4, 1970 
年 [208] 又 用 [200] 的 方法 证 明了 定理 二 .2 而 不 需 对 方程 
(15.6) 附 加 任何 条 件 . 接着 [225, 3221, 2392] 又 用 [112, 118] 以 及 
与 ft18] 类 似 的 唯一 性 定理 证 明 : 方程 (15.5) 如 果 有 极限 环 ,， 则 必 
为 唯一 , 从 而 把 居 乃 且 的 猜想 完全 证 明了 . 

现在 先 介绍 [208] 中 用 造 出 具有 中 心 的 新 方程 来 和 给 定 的 二 
次 系统 比较 ， 借 以 证 明 方 程 (15.6) 不 存在 闲 轨 线 的 定理 15.2， 其 
中 不 必要 求 (15.7) 对 9 有 实 根 . | 

为 方便 起 见 , 我 们 就 采用 原文 的 记号 ， 即 要 证 明 方程 


Oy r+tor tory toy fp, 
y (sw 二 1) (15.8) 


( 它 训 是 方程 G5. 6)) 不 存在 极限 环 。 不 妨 设 s 关 0， 然 后 又 可 设 
s=1., 又 不 妨 设 4 之 0 或 一 1<a<0。 因 为 如 果 &< 一 1, 则 可 借 变 
换 


所 人 '8) 化 为 
Co _ 一 — (g++1) ?+ bw (1— OR 
doar CR 
中 已 有 一 (e+ >0 了。 改写 (15- 反 为 
Wotantboytop, Wlwti)y, (15.9) 


则 (0, 0) 的 稳定 性 由 blw 寺 oe) 折 科 号 沁 二。 当 b(g+c)>>0(<0) 时 
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(0, 0) 为 不 稳定 (稳定 ) 焦 点 ，b(g 十 0) = 二 0 时 (0, 0) 为 中 心 点 。， 显 
见 极限 环 只 可 能 在 > 一 半 平 面 中 出 现 ， 首 先 证 明 当 

azZ0， a 十 03>>0, bz#*0 
时 (15.9) 没 有 极限 环 , 这 是 因为 (其 中 是 环 的 周期 ). 


7 
z /一方 | [ow (2c+1)yldat 
jo 
_1[ 。 dy 
-P| (es tboy top -WY)+ Qty 


p 了 
= 六 (gx cop ) dt, 


上 式 有 边 与 5(a-+0) 同 号 , 故 极限 环 不 存在 ， 
因此 以 后 不 妨 在 下 列 两 条 件 之 一 下 来 证 明 我 们 的 结论 


1) a>0, c<0, bz0, (15.10) 
2) —1<o<0, c>0, vb#0. (15.11) 
考虑 方程 


(e+1)g =—z+ar + [bt+)(r) ly +ey, (15.12) 
我 们 要 适当 选取 浆 (w)， 以 使 得 (0, 0) 成 为 (15.412) 的 中 心 扎 。 在 
(15,12) 中 作 变 换 y 一 gp (z)uw， 这 里 gp(z) 也 是 一 个 待定 的 函数 ， 得 
到 
(z+3)p uw 一 一 2 十 CO 十 Lor+y (2) pu 

十 [ep 一 (z+1)9 lp. 

今 选取 9 与 峭 使 上 述 方程 可 以 分 离 变量 求 通 积分 ， 为 此 ,要求 
与 由 满足 条 件 : 


[cp— (z+1)9 jp=a(—2+ar’), (15.18) 
(w+ p=B( -w+ar’), (15°14) 

其 中 w B 为 常数 ， 由 (15.18) 看 出 p(w) 满足 形 如 
(w+ lyy =0y +ow(l— gw) (15.15) 


的 方程 , 其 通 积分 为 
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= 人 +Da| 2 二 | | (15.16) 


今 牙 9g(O= (z+l)°| M+20 站 -2aPs(O) | ， 
其 中 Ps(z) 是 (15. 7 中 积分 出 来 的 分 二 数 的 分 了 它 等 于 


工 十 Cw 0 身 ( 1 1): 
5 十 5 (z% 十 1) Cz 可， 


~ (£+1) 一 


1+at+ (1+20) on ety (c=5) 


TH (1+20) (z+1) -a(z+1)?n(s+1) (c=1), 


”MM 为 常数 , 以 后 再 决定 ， 然 后 由 (15.14) 可 得 
4 四 = [A(-1tar) -bp (0)], 


注意 , 迄今 8，M 都 还 没有 取 定 . 

假如 能 使 儿 (o) 在 某 一 区 间 [m,n] 上 保持 定 号 , 除了 有 有限 个 点 
以 外 ， 那 末 比 较 具有 中 心 点 的 方程 (15.12) 与 已 给 的 方程 (15.9)， 
就 可 知道 (15.9) 在 带 域 m<w<n， 一 co<y< 十 co 中 不 存在 极限 
环 了 . : 

为 使 函数 风 (z) 在 "= 0 的 邻 域内 保持 符号 , 须 取 

B= -bp(0)= —bVAM. 
现在 先 看 情况 (15.10)， 由 于 (三 ，0) 是 鞍点 ， 只 要 作 由 (o), 使 在 

区 间 ( 一， 二) 中 保持 符号 就 够 了 , 因为 已 知 (15， 8) 的 闭 轨 线 必 为 
凸 闭 . 

3) 当 g+c>0 时 函数 Ps(z) 显 然 保 持 常 负 , 事实 上 , 令 2+1 


一 t, 得 到 Pa(t 一 1), 其 判别 式 为 


(cc 十 (1+a—o) 
人 一 20) 和 (一 C) 


现在 任意 取 a<0， 再 取 以 =2aPs(0), 则 g(w) 的 图 形 是 双 曲 


<0, 
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线 的 一 支 , 由 此 即 见 (2) 在 区 间 ( 一 1， 壹 ) 中 保持 符号 ， 这 时 方 


程 (15.15) 的 包含 在 双 曲 线 之 间 的 积分 曲线 的 定性 图 如 图 15.:1 所 
示 。 注意: 双 曲 线 是 过 x%= 一 上 上 的 著 反 的 分 宽 线 , 
(i) 当 @ 十 c<0 时 仍 取 w<0, 且 取 


Ge 


使 y~g(o) 是 方程 (15.15) 的 经 过 (二 ，0) 的 分 界线 。 那 末 直 线 


M =2a«P,(0) — 20 


: y= VM (1 ar) 
便 与 此 分 界线 交 于 两 点 ， 其 横 坐 标 为 0 及 元 ,其 他 别 无 交点 ,因为 
任 一 直线 与 (15.15) 的 方向 场 的 切 点 不 多 于 两 个 ，(15.15) 的 积分 
曲线 的 定性 图 如 图 15-2， 由 此 仍 可 看 出 由 (o) 在 区 间 ( 一 上 二) 


中 保持 符号 ， 


y=~VN(~ar) 


-yp(7) : 
图 15.1 图 15.2 


再 看 情况 (15.11)。 取 定 a>0， 则 在 条 件 (15*11) 之 下 方程 
(15.15) 在 = 轴 上 有 两 个 鞍点 (0，0) 与 ( 二，0)j， 它 们 分 别 在 直线 
z~ 一 1 的 两 边 . 易 证 y 轴 上 的 无 限 远 点 为 鞍点 ,此 时 还 有 两 个 有 限 
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远 结 点 ， 位 于 直线 5- - 工 上 ， 从 (0，0) 出 发 的 一 分 界线 进入 结 点 
Pi( -1 VSGHDD)， 而 另 一 分 界线 走向 无 限 远 结 点 ， 由 此 
可 见 ， 一 切 位 于 上 两 分 界线 上 方 的 轨 线 都 是 连接 结 点 (一 1 
VCa 二 蕊 ) 与 无 限 远 结 点 的 ， 也 就 是 当 MM>0 时 前 面 已 得 到 的 音 
信函 数 y 一 p( 史 的 图 线 ， 今 取 必 一 0 和 7, 则 直线 y 一 ZC 


va) 将 通过 鞍点 ( 土 ，0) 与 结 点 (一 lV 全 )， 且 此 直线 当 
z> 一 1 时 与 (15.15) 的 方向 场 不 相 切 。， 若 取 这 个 履 所 决定 的 
p(z) ( 见 图 15.3)， 那 末代 入 由 (2) 
的 表达 式 ， 就 看 出 由 (zw) 在 z>> 一 1 
时 保持 符号 ， 这样 ， 我 们 已 证 明 
(15.8) 不 存在 极限 环 . 
， 焉 面 再 给 出 方程 (15.5) 的 极限 
环 的 唯一 性 的 证 明 . 
定理 15.4 方程 (15.5) 如 果 
z 有 极限 环 的 话 , 最 多 只 有 一 个 . 
【证 】 为 了 便于 读者 查阅 作者 
们 的 文献 ， 这 里 仍 用 他 们 原来 的 写法 ， 即 改写 (15.5) 为 


du 一 2 十 ao 二 (0 十 C)U 十 CR 
ar & (十 工 ) ， 


借助 于 变换 w= (z 十 了 "gr( 当 9 一 0 时 它 是 恒 等 变 换 )， 方 各 
(15*17) 可 化 为 / 


yi oto +t boto) (vt1) ys 
da TT) 


(15.17) 


或 等 价 方程 组 
全 (2 一 go) (s+ -24-1 gq(%), 


(15.18) 
证 = -9 十 | (oz 十 cj) (w+t1) 一 一 yf f(t) der. 
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首先 研究 原点 外 围 极 限 环 的 唯一 性 ， 由 定理 16.2 和 旋转 周 
量 场 的 理论 知 当 cg 十 只 >0 时 没有 包围 原点 的 极限 环 ， 故 以 下 
不 妨 设 c 必 (g+d)<0.。 又 不 失 一 般 性 可 设 2<0， 此 外 ， 象 定理 
15.2 的 证 明 中 一 样 ,又 不 妨 变 g> 一 1， 因 此 以 后 我 们 第 有 
0 一 0， cc 十 四 >0， > 一 二 
下 面 就 六 种 不 同 的 情况 分 别 进行 讨论 ， 
1) a>0, c>0, d>0, 
2) &>0, ce>0, da<0, at+a>0, 
.8) o>0, c<0, dg<0, +g<0, 
4) -1<a<0, c<0, d<0, 
5) —i<o<0, c<0, d>0, gi+ao<0, 
6) —l1<a<0, ce>0, 9g>0, gi+g>0, 
I. 先 研究 情况 了) 和 你 ,它们 的 特点 是 ug>>0， 由 (15.17) 的 
奇 点 和 积分 直线 的 位 置 可 看 出 极限 环 只 能 位 于 带 域 


一 1<w< 二 (或 之 一 对 情况 4) 
中 ( 当 g= 0 时 为 半 平 面 一 1<x)， 其次， 注意 对 (15。 18) 计 算 发 


量 可 得 


oO (wtD 


而 极限 环 不 能 与 积分 直线 2 十 1=0 相交 , 故 必 与 直线 bw 十 c=0 相 
交 , 因此 仅 当 8 十 ae<0 时 才 存 在 极限 环 ， 由 此 不 难 证 明 ， 对 于 广 
程 (1518), 在 情况 之 下 , 当 wE (一 1 0) 或 (一 二) 时 有 ? 


了 (二)= w+) (abv ~200% te)+dr (byt+o) (ar—1) 
dw \g (Qo 一 OZ 十 二 1 
>0. (15.19) 
用 zs 表示 最 靠近 原点 的 极限 环 Di 的 最 右 点 的 模 坐 标 ， 则 必 
有 
”注意 这 时 一 dbz? 一 2acw 十 c 为 定 正二 次 式 ， 
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C 
Ta > -一 


0 
作 函 数 fi(®) = f (0) ~ DN- gl), 
在 工 所 包围 的 区 域内 可 以 找到 点 (m1<0, 0), 使 fi(z1) 一 0, 又 显 
见 有 (zz) 一 0， 册 于丹 (2)/g(2) 在 区 间 (一 1 0) 与 (一 二) 中 
的 单调 性 可 知 fi(w) 二 0 当 wE€ [zi zs]， 现 在 对 方程 (15.18) 应 用 
8 6 的 定理 6.4, 即 得 极限 环 的 唯一 性 . 

在 情况 和， 不 难看 出 包围 原点 的 极限 环 只 可 能 在 c>5 时 
存在 ?， 且 与 前 一 样 必定 包含 < 轴 上 的 点 (一 5，0). 这 时 仍 用 
(15.19) 式 可 证 在 区 间 ( 一 1， 一 也), (0, 十 ce) 上 有 


4 (fo, 


以 后 的 证 明和 情况 人 类 似 . 

IT. 其 次 研究 情况 2) 和 38)， 它 们 的 特点 是 a>0， 如 前 仍 
可 设 5<0， 在 这 里 需要 把 PiikoB 的 唯一 性 定理 (定理 6.11) 略 
加 改动 , 才能 使 用 , 见 [221]. 

引 理 1 设 对 过 jx 过 ds, diQs 过 0, 给 定 方程 


dy __ 9g(%) 
ds Fl(%)— 一 2 
它 可 异 助 于 量 RXRIHIOB 变换 
:一 | OIC2)00 
AP WW 1 > 
变 为 dz Fi(2)—Yy’ 2>0, / 
1)” 先 作 变 换 
di 1 
dr 1+4x’ 


再 证 发 散 量 沿 任 一 财 轨 线 的 积分 当 c 一 2 时 恒 为 负 , 于 是 注意 到 原点 亦 为 稳定 , 即 见 此 
时 已 不 可 能 存在 闭 轨 线 ， 
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YW 1 
a Fy < 


上 述 两 方程 分 别 在 区 间 0<z< zol 与 0 之 z<z0s 中 定义 , 其 中 
Zo -| 9 (%) dy, 
假设 下 列 条 件 满足 : 
1) wg(%)>0 当 0, g (0) #0; 
2) Fi(2)<0 0<2<20 
3) 存在 唯一 的 数 % 与 2 (0<z0 过 xz*< 之 x01) 使 得 ， 
84) Fo2(2) (2—%0) <0 对 2#20, 0<2<%00; 
b) Fi(2) = Fa(2); 
C) F(z) <0 YB 2 <2<201 
d) 或 是 了 (2) <0 对 的 或 是 当 z=0 且 


lim( 7 (一 而 5 )=%>0 

时 成 立 82(2) (2—2) <0 
当 2 关 Z< 人 0 一 2<<o; 
又 F(z)<0 
当 0<Z< 201: 

©) 高 [Fs(y) — F,(y)]>0, 
对 Fi(2) >y>pb=maxllim F(z))], 
这 里 VY) 是 Pi(2) 的 反 函 数 ， 


那 末 方程 最 多 只 能 有 一 个 极限 环 ; 如 果 存 在 , 必 为 单 重 环 . 

引 理 的 证 明 除 个 别 地 方 外 , 与 定理 6.11 很 少 差别 , 故 从 略 . 

下 面 用 这 引 理 来 证 明 当 4>0 时 ( 即 情况 2), 3)) 方 程 (15.18) 
的 包围 原点 的 极限 环 的 唯一 性 ， 我 们 只 证 情况 2), 另 一 情况 的 证 
明 是 类 似 的 , 

在 (y, z) 平 面 上 考察 曲线 y 一 所 (2) (i=1,2)， 把 它们 用 参数 
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形式 来 记 ， 
y=P(m), z=G(%) (i=1, 2), 
这 里 
Plo)=—| fo) ds 


cec—b b ob 


-一 e+ 天 t+ 


G(%) -| g (a)de 


(+D) ”2 (v1)* + 2 +1) 十 ot | 


2d 


_ @&@ 2a+l w+t+l 
2d—2 1-—2d 2d “ 


这 两 曲线 的 交点 由 下 面 的 方程 组 确定 . 
Fm)=F(va), Q(t1)=G(%2). 
我 们 可 以 象 [118] 那 样 来 证 明 这 个 方程 组 存在 唯一 的 一 组 解 , 也 即 
曲线 y= 了 Fi(2) 与 y 一 8a(2) 在 0<z<<min(zo1, zxos) 内 有 且 仅 有 一 
个 交点 (2 ，PF1(z )), 此 处 从 上 略 . 
由 复合 通 数 求 导 法 则 可 知 引 理 中 的 后 (z) <0 相当 于 


#(#)> 


为 了 证 明 后 一 不 等 式 在 极限 环 可 能 存在 的 带 域 


-1T<z< 二 


中 成 立 , 可 以 把 (15. 19) 的 分 式 中 的 分 子 
P(w)= (2+1)(—abr— 26cw te) 十 CD 十 (一 5 十 aao9) 
进行 政 写 ， 注 意 , 如 果 P(z) 当 4 一 一 “时 在 区 间 (0， 工 ) 中 为 正 


那 末 当 w%> 一 5 时 更 有 三 (oz) >0， 今 在 dg= -4 时 把 上 式 改写 为 
Li) 一 一 0 十 蕊 22 十 Leaf 十 2)23 二 2 人 一 g) 十 1 


-1<w%a<0<w<=. 
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为 了 证 明 上 式 在 区 间 (0， 二 ) 中 为 正 , 只 须 看 它 在 。 取 最 大 值 一 上 
时 的 符号 ， 这 时 Pi(z) 有 重 根 x= 二 ， 因 此 它 在 区 间 (0, 二 ) 中 保 
持 为 正 ， 现 在 再 把 已 (w) 写成 
obotd) +rab(d—1)] +e[(z 十 人 (一 20z) 
十 0 吃 ( 一 硅 十 0 ) 
易 见 上 式 在 第 二 个 方 括 弧 中 的 多 项 在 区 则 (a2 0) 中 为 


正 , 因而 了 (lw) >0 在 此 区 加 中 ， 册 于 


atd 
al(d—1i) 


仅 当 4 一 0 时 它 才 趋 于 一 1。 所 以 要 下 所 (2%) <0 在 极限 环 可 能 
存在 的 带 域 中 处 处 成 立 , 还 必须 补 证 ， 对 于 方程 (16.17), 当 c 从 
零 增 大 时 ， 由 原点 产生 的 极限 环 一 直 扩 大 到 成 为 通过 鞍 斥 


(二 ,0) 的 分 界线 环 而 消失 ， 它 的 最 左 点 的 模 坐 标 应 常 大 于 


> 一 二 


二 人， 但 这 一 点 [231] 中 并 未 能 把 作者 们 在 [325] 中 所 遗留 下 
来 的 问题 加 以 解决 。 我 们 暂时 也 无 法 补 上 这 个 漏洞 ， 只 能 留 作 思 
考 问题 ,请 读者 们 自己 考虑 . 

为 了 验证 条 件 


WO ml/ pi 
Wi (9) — Fz'(y) 1 <0 


在 相应 的 区 域 中 成 立 ， | 
z=[Fi' (yly (=1, 2) 
在 y>0 时 最 多 有 一 一 个 交点 ， 二 放大 组 是 


Go _ G (va) ~ Pp( 
Bron) 一 F(za)’ Fw) FP (wm). 


它们 等 价 于 


A(m1+3)(mt+9)=+0, F (m1) = P(e), (15.20) 
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pb c—b b (6+oc) 
其 中 A=ab( FT ) ta 


B~ac Ti+ 2 ) 0- + 
如 果 考 虑 到 条 件 2) 以 及 极限 环 存在 的 必要 条 件 ; 6 二 ac<0, 
: b 一 c 过 0, 可 见 : 
B+AOC=c(b+ac) fac(d—1)+b(at+a) Lc(d—1)+0) 
d-3(d—1)-<0, 
即 (15.20) 的 第 一 个 方程 确定 增 函 数 办 一 (cm 


其 次 ,由 (1520) 的 第 二 个 方程 出 发 计算 -92 在 z 一 * 的 值 


drs _ FW) Fr (2 9 
ol 站 (wv,) 丽人 Eo 
其 中 委 =g(w)>0， 乱 =g(oo)<0， 
又 由 条 件 3) 知 mt) 0 由 条 件 3m) 知 吏 (z") <0， 因 此 


故 由 了 (wy) =F (ws) 确定 减 函数 0 一动 421) 。 这 样 , (15.20) 只 有 唯 
一 的 解 就 很 显然 了 . 

情况 3) 的 证 明 是 类 似 的 . 

III. 最 后 还 剩 下 情况 四 与 6), 它们 的 特点 是 aed<0 但 4>0. 
为 了 证 明 这 时 方程 (15%18) 的 极限 环 的 唯一 性 ，[292] 又 改进 了 引 
理 1 而 得 到 下 一 唯一 性 判 据 ， 

引 理 2 如 果 存 在 唯一 的 点 ,2 六 (0 之 0 过 2 之 zt，B 过 
y* 过 0), 使 下 列 条 件 成 立 ?， z 

1) Fa(2)<0, 0<z<202, Fi1(0) = F2(0) =0; 


”4 其 中 的 B, zw 如 i( 功 的 意义 如 前 。 
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2) (%0—2) .HF1 (2) >0, 当 2 关 Z0, 0<z<z0o1, Pil? ) = £2a(% ); 
3) 2F2(2)z2t+ F(z) <0, 0<2< 09 
Dy -DE Fi) Faly)) >0, Sy#y, B<y<0, 
那 末 方程 Oy ye) 


不 能 有 多 于 一 个 的 极限 环 , 如 果 有 , 必定 是 单 重 环 . 

这 个 引 理 的 证 明 与 引 理 1 或 定理 6.11 的 证 明 差别 较 大 , 为 了 
验证 方程 (15.18) 在 情况 5 与 6) 之 下 满足 引 理 的 条 件 3), 计算 
也 很 繁 ， 故 不 在 此 详细 介绍 ， 有 兴趣 的 读者 可 查看 作者 的 原文 
[2921. 


以 上 只 是 证 明了 方程 (15.5) 在 原点 外 围 的 极限 环 的 唯一 性 . 
注意 , 如果 y 轴 上 另 一 奇 点 (0， 二 ) 与 (0，0) 在 1+by 一 0 的 同一 
边 ， 则 它 是 鞍点 ; 但 和 若 41+2=0 把 (9, 二 ) 与 (0, 0) 隔 开 ， 则 
(0, 二 ) 也 是 指标 为 +1 的 奇 点 ， 它 的 外 力 的 极限 环 的 唯一 性 可 以 
用 搬 动 原点 的 办 法 来 解决 , 因为 这 时 方程 (15.5) 的 形状 不 会 政变 ， 
最 后 , 取 Be, W) = GL+30) 5， 则 可 算出 


9 /pps .2 Be 从 
部 (B37)+ B= ny +0) Bs, 9). 


但 : V 一 一 六 


是 平行 于 1+by=0 的 直线 ， 它 若 不 与 1+ 码 = 0 重合， 则 必定 在 
1+by 一 0 的 一 边 , 并 且 (15.5) 的 极限 环 又 不 可 能 和 1+ 刀 =0 相 
交 ， 因此 知道 (0, 0) 与 (0， 二 ) 外 围 不 可 能 同时 存在 极限 环 ， 定 理 
15.4 证 毕 . 

注意 ， 读 者 在 8 12 定理 12.6 中 已 经 看 到 , 为 了 证 明 (D) 类 广 
程 的 极限 环 的 唯一 性 , 我 们 需要 分 成 四 种 不 同 的 情况 , 分 别 用 不 同 
的 变量 代 换 把 方程 化 为 Li6nard 型 方程 , 然后 再 应 用 [111] 的 唯一 
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性 定理 来 解决 问题 ， 对 于 本 节 的 定理 15.4, 情况 也 有 些 类 似 ， 然 
而 就 方程 的 形状 来 看 ， 不 论 是 (了 类 方程 ， 还 是 (II1)。-。， 即 方程 
(15.5), 都 远 比 转化 以 后 的 方程 简洁 得 多 ; 并 且 这 两 方程 组 之 间 所 
差 的 只 是 第 二 个 方程 右 端的 一 个 因 式 以 十 by) ,而 我 们 所 得 到 的 有 
关 极 限 环 的 不 不在 性 与 唯一 性 的 结论 则 完全 一 样 。 因此 ,我 们 有 
理由 提出 下 面 两 个 值得 思考 的 问题 以 供 有 兴趣 的 读者 作 进 一 步 的 
深入 探讨 . | 

问题 I， 能 否 不 经 变量 代 换 直接 证 明 (T) 类 方程 极限 环 的 唯 
一 性 ? 

问题 I ， 能 否 由 (DD 类 方程 极限 环 的 唯一 性 推出 (IDHD。-e 的 
极限 环 的 唯一 性 ? 

下 面 引进 定理 15.4 的 两 个 重要 推论 ; 

推论 15.1 若 二 次 系统 有 一 积分 直线 和 一 细 焦 点 ， 则 它 没 有 
极限 环 . 

因为 总 可 以 经 过 坐标 变换 把 方程 化 为 (15.6). 

推论 15.2% 车 二 次 微分 系统 有 一 条 积分 直线 ,. 则 它 最 多 只 能 
有 一 个 极限 环 ， 

因为 总 可 经 过 坐标 变换 把 方程 化 为 (15.5). 

以 上 两 推论 中 的 结果 已 经 在 § 11 的 最 后 提 到 过 . 

关于 JU 类 方程 极限 环 的 唯一 性 还 有 以 下 一 些 结果 ， 

[2326] 证 明 


学- —Yy+0%+tia”, 并 xX(1+art by) 


当 84a(5 十 21) >0 且 6 在 某 一 区 间 (0, 5 或 (8"，0) 中 变化 时 极限 
环 存在 且 唯 一 . 
[322 中 证 明 

“dz 


a y+0v+ b+ b6%y 一 by’, 
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六 一 w(1 十 Qj 十 by) (15.20) 
的 极限 环 的 唯一 性 。 [228] 推广 上 述 结果 ， 但 设 第 一 方程 不 合 注 
刺 
[229] 研究 
2 一 =W+me— noy — moa (st bw — 2), 
Yl1+by—o) 
的 极限 环 的 存在 唯一 性 和 稳定 性 . 
关于 极限 环 的 集中 分 布 问题 ， 除 了 8$ 14 讨论 过 的 (ID 类 方程 
以 外 , 还 有 [25] 用 他 最 先 发 现 的 方法 证 明 . 当 
[2am— 6+20)1 Em —2n(5+2))1 守 0 (15.21) 
时 方程 (15.1) 的 极限 环 必定 集中 分 布 ( 即 不 可 能 在 两 个 指标 +1 
的 奇 点 外 围 同 时 存在 极限 环 )。 [27] 推广 了 [25] 的 方法 同时 又 改 
善 了 125] 的 结果 , 证 明 :, 当 (15.21) 不 一 定 成 立时 只 要 
[2em 一 DC 十 2)] En 2n(0+27)] +m0 >0, (15.22) 
方程 (16.1) 的 极限 环 就 必定 集中 分 布 ， : : 
[2380] 对 方程 (15.1) 作 变换 


uf ed ww 
汉 一 和 4 一 一 2 十 9/， 


站 b 
得 到 方程 ( 仍 记 %, 9 为 v, 9). 


二 P(%, y), 
(15.23) 
Uy & 


d= 一 Q 二 万， (一 ! 2(m n), mm 一 7 n. 


然后 把 (15.28) 和 方程 
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Wp - 一 4 十 Si 十 8 2 十 7 QU 十 701” YW (1+by) 


a 
(15.25) 
比较 ， 得 到 许多 关于 极限 环 存在 性 和 集中 分 布 的 结果 。 例如 他 证 
明 ， 
定理 起 .5 车 方程 (15.25) 有 绕 奇 点 0 的 极限 环 或 分 界线 环 
7', 则 当 
6>0 


时 , 在 工 内 部 且 只 在 其 内 部 ， 5 28) 有 极限 环 ， 此 环 必 为 稳 
定 ( 不 稳定 ), 如 果 


>0 (<0). 


车 (15.25) 在 0 外围 无 环 , 则 当 


$0+$ 


时 (15.28) 在 0 外 转 亦 无 环 ， 者 〈15.25) 在 男 一 指标 十 1 的 奇 辟 
M 外 国有 极限 环 或 分 界线 环 二 , 则 当 


$$ (8+ )<0 
时 , 在 7" 内 部 且 只 在 其 内 部 方程 (15.28) 有 极限 环 ， 此 环 必 为 稳定 
(不 稳定 ), 如 果 


)<0 


<0 (>0). 


若 (15.25) 在 开外 围 无 环 , 则 当 
二 1 oy 
全 (8+ 灾 一 全 )>0 
时 (15.28) 在 M 外 围 亦 无 环 
此 外 , [230] 中 同时 还 得 到 一 些 有 关 极 限 环 集中 分 布 的 结果 . 


关于 III 类 方程 极限 环 集中 分 布 的 一 个 很 好 的 结果 是 [19] 得 
到 的 , 他 们 证 明 ， 
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定理 15.6 如果 (15.1) 除了 两 个 指标 十 1 的 焦点 型 奇 点 以 
外 ,还 存在 第 三 个 有 限 远 奇 点 , 则 极限 环 必定 集中 分 布 ; 反之 , 如 果 
(15.1) 只 有 两 个 有 限 远 的 焦点 型 奇 点 ， 则 极限 环 可 能 不 是 集中 分 
布 的 . 

证 明 用 Dulac 函数 法 , 详 见 § 16. 

除 此 以 外 , 还 有 [281], 讨论 类 方程 的 环 的 集中 分 布 问题 . 

关于 保证 极限 环 存在 的 8((15.1) 第 一 个 方程 右边 = 的 系数 ) 
的 变动 范围 是 一 个 重要 的 有 理论 意义 和 实用 价值 的 问题 .我 们 在 
§ 11 中 已 举 出 一 个 简单 的 例子 [181]， 又 在 8 12 中 曾 指出 . 对 于 
1 类 方程 , 8 的 变动 范围 若 为 (0，8) 或 (3 0), 则 

O° =f, m, n), 

这 个 函数 以 及 8$= 8 时 所 得 的 分 界线 环 的 方程 都 不 得 而 知 ，' 对 于 
方程 (15.5)，[179] 在 一 定 的 条 件 下 得 到 四 个 有 关 保 证 极限 环 存 
在 的 ，8 的 准确 区 间 的 结果 如 下 . 

定理 15.7 设 方程 (45.5) 满 足 ， 

1) 8 十 0 m>0,1<0, 0<n<1, nw —4n(tt+1)>0, 


则 当日 仅 当 。 0>5> iT (_m Vm mt) 


时 存在 包围 原点 0 的 极限 环 
2) t+t+n<0, m>0, > 一 0<n<1, m+4i(1—n)>0, 


27 (7 
时 有 包围 原点 4 的 极限 环 ; 
3) n=0, m>0, ~1<!l<0, m+i>0, 


则 当 且 仅 当 0<6< 一 汪 


时 存在 极限 环 ; 
4) n=0, m>0, ~—1<i<0, m+i<0, 
则 当 且 仅 当 0<6<—m+2v —! 


则 当 且 仅 当 0<8< (m+ Vm nT)) 
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时 存在 极限 环 . 
类 似 的 结果 也 在 [232] 与 [283] 中 得 到 一 些 ,例如 [233] 得 到 . 
定理 15.8 当 
lI=0, b>—n, 6=—, m+dnb<0 


0 

时 方程 (15.5) 存 在 由 直线 1+y 一 0 与 半 赤 道 组 成 的 两 个 分 界线 
环 ， 它 们 分 别 包围 两 个 指标 为 +1 的 有 限 远 奇 点 。 

与 [119] 一 样 , [232] 所 得 到 的 , 与 8 的 存在 区 间 之 端点 对 应 的 
分 界线 环 也 是 由 赤道 上 的 弧 眉 和 两 条 半 射 线段 所 构成 的 . 在 [234 
中 也 研究 保证 方程 (15.5) 存 在 极限 环 的 3 的 变动 范围 ， 得 到 如 下 
的 简洁 的 结果 : 

定理 15.9 不 妨 设 (15.5) 中 的 5 一 一 1， 又 设 


z me 
则 当 且 仅 当 
于 一 各 

mn, 

时 方程 下 在 极限 环 . 
在 这 里 , 当 
5= 1—%n 
nb 


时 所 得 的 分 界线 环 已 不 是 由 直线 段 或 赤道 上 的 缴 段 所 构成 ， 而 是 
经 过 鞍点 (二 ，0) 的 椭圆 形 轨 线 了 . 


此 外 , 在 [285] 中 还 研究 了 方程 (5. 钙 以 双 曲 线 的 一 支 和 赤道 
弧 围 成 的 二 角形 为 奇 闭 轨 线 (同时 也 就 得 到 保证 极限 环 存在 的 , 某 
一 变动 参数 的 容许 变化 区 间 ) 的 条 件 , 以 及 以 抛物 线 和 一 直线 段 为 
奇 闭 轨 线 的 条 件 。 又 在 [286] 中 对 于 有 对 称 中 心 的 二 次 系统 。 


dz Oy 5 . 
a 一 十 ,之 ， TY ， Qt b+ ,之 ， Ce (15 26) 
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研究 了 类 似 的 问题 ， 例 如 他 得 到 . 
定理 15.10 和 洛 在 方程 


do py, Wie tn tall e+oy) 


at ct 
(15.27) 
中 有 i 一 2>>n 宕 0, 殉 一 十 2 一 0 入 一 /十 2 十 3>0, 出 当 且 仪 当 
i—in—2 
Nn 二 二 
时 (15.27) 存 在 两 个 互 不 包含 的 极限 环 . 
此 外 还 有 几 篇 文章 研究 上 其 三 阶 细 焦 点 (0, 0) 的 二 次 系统 ， 


0<a<a= 


= yt t6amytmy, Hotart (+n) wy 
(15.28) 

的 定性 性 质 ，[287] 和 [238] 各 自 独 立地 证 明 ， 当 % 一 0 时 (15.28) 
在 全 平面 没有 极限 环 ?。 进一步 [182] 又 证 明 ， 

定理 15.11 如果 (15.28) 只 有 一 个 无 限 远 初等 奇 点 ， 则 此 系 
统 只 有 两 个 有 限 远 奇 点 , 其 中 另 一 奇 点 必 为 粗 焦点 , 且 包 围 粗 焦点 
有 奇数 个 极限 环 , 包围 (0, 0) 的 有 偶数 个 极限 环 . 

下 面 介绍 苏联 数学 家 按 他 们 的 分 类 方法 来 研究 二 次 系统 所 得 
到 的 一 些 较 好 的 结果 . 四 

考虑 方程 


Dh 
ot 


__ et - 
1 al, y) > YY (15.29) 
D004+4j 志 2 


引进 变量 代 换 21 一 y 一 mw, yi 一 y, 则 在 divi 中 好 的 系数 是 
$e DD 
一 方 [ (oo —b20n) + (011~— 0117) + (coz 一 bo2n) 中 
我 们 就 取 为 上 式 右边 上] 内 的 二 次 式 的 零点 , 然后 仍 改 记 wu 
1) nF0 时 (15.28) 在 全 平面 无 环 , 最 近 已 由 李 承 洽 让 明 。 
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yi 为 34， 9, 这样 便 得 到 方程 


YD (5.30 
dx boo 十 bioT 十 Dao 十 biiwy 十 bo1y “ ( ) 


1， 如 果 ja 和 0， 则 可 进一步 通过 z 的 线性 变换 使 get= 0， 再 
设 %= 8io 二 paoz 十 Di 2' 一 vw， 便 得 ( 仍 记 所 得 的 分 子 为 Qa, 2 ，9 
为 5s, ): 


Oy _ Qt, Y) 。 
7 (15.31) 


在 这 里 如 果 bo=0， 那 末 方 程 就 和 WUD。-o 本 质 上 是 一 从 的 ; 
如 果 boo 关 0, 则 (15.31) 又 可 化 为 


dy _ aoo 十 qz 十 0o19g 十 qzot tonmytaoy 《15。 


如 果 Da=0 则 (5.30) 仅 当 bo1 到 0 时 才 可 能 存在 极限 环 ， 这 
时 (15.30) 又 可 经 ”的 线性 变换 化 为 


dy _ Qalw, 有 
玫 (15°88) 


在 这 里 如 果 ja 一 0, 那 末 方 程 就 是 (了 ) 类 方程 , 不 用 再 考虑 了 ， 
如 果 bao 大 0, 则 (15.33) 又 可 化 为 


和 -全 全 入 (15.34) 


(15.32) 和 (15.34) 就 是 $11 曾 提 到 过 的 苏联 分 类 法 中 的 两 
种 主要 类 和 型， 现在 我 们 先 从 (15.32) 推 导出 一 些 有 用 的 结果 . 
在 (15.82) 中 再 作 代 换 ， 
至 45.35) 
出 可 得 到 
EV SE Ps(é) tPF+ (Ha)Y’, 415.36) 
其 中 Pslé) 一 — 20— W106 十 (@11 — ao0) E+ do01E3 — gost,, 
P,(8) = (1+2g02) 6 —@o016 ~ Qi, / (15.87) 
(165.36) 对 应 的 方程 组 是 | 
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or a dE _ 
Pals) t+ Pa(e)F + (1— wos) ， eT. 


(15.38) 

由 《415.32) 看 出 直线 "一 0 是 方程 的 无 切 直 线 ， 故 极限 环 不 和 

它 相 交 .因此 当 变 换 到 方程 (15.36) 时 , 极限 环 的 个 数 和 它们 的 相 

对 位 置 没有 改变 ,由 于 &=0 是 (15。 38) 的 积分 直线 , 极限 环 不 可 能 
和 它 相 交 , 故 可 作 变 换 


了 一 | (15.39) 
而 (15.88) 化 为 
y Y= Plo) [Els + P(E) 1El m3y)sgné, (15°40) 
或 对 应 的 方程 组 | 
| oy, Wg) f(y, (15°41) 
其 中 


gO) = — Plé) |é lm ggné, 
f (0 = — P(e) |E lm sgné. (15.42) 
(15.41) 已 具有 Liénard 方程 的 形状 ， 其 发 散 量 为 一 76) 
由 此 看 出 ， 如 果 Pa(&) 在 区 域 E>0 或 上 <0 中 保持 常 号 ” 则 方程 
(15.41) ,从 而 (15.32) ,在 该 半 平 面 中 就 不 存在 极限 环 ， 下 面 要 证 
明 这 个 结论 对 于 带 形 区 域 
E1<E<62, E162>0 (15.48) 
也 是 正确 的 ， 为 此 先 证 ， 
定理 15.12% 如 果 (15.37) 中 的 Py) =Qs(E) Pa(&)， 即 
Ps 全 是 Pal&) 的 二 次 因 式 , 则 方程 (15.32) 没 有 极限 环 . 
[证 】 先 设 Ps( 有 两 个 非 零 根 ， 即 ca 关 0, 1 十 240s 关 0， 这 
邮 
QaE) = 一 0os(T 十 20os) TE +ao0 ( 工 二 cos) ( 工 十 2aos) 一 人 
十 woo Q11 、 (15.44) 
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现在 把 (15.41) 化 到 Li6nard 平面 , 得 到 


FP) -98) (15.45) 
其 中 PE) =| F(a, 


而 (6, 0) 是 (15.45) 或 015.41) 的 一 个 焦点 型 奇 点 ， 为 了 证 明 
(15.45) 在 (éo, 0) 外 围 不 存在 极限 环 ， 不 妨 限 制 在 带 域 多 < < 名 
中 来 讨论 ; 这 里 go(go) 是 < (> )go 的 ， 且 与 6 最近 的 9(E) =0 的 
根 , 如 果 (Eo) 不 存在 , 就 改 取 之 为 一 co (二 co)， 利 用 Hauno8 
变换 

| g(a, 
(15.45) 被 变 为 两 个 方程 


d 1 
i (对 应 于 Eo<ét <6o), (15.45)] 


锰 Gj (对 应 于 可 <E<eco0， (15.45)， 


”下面 要 证 明 曲 线 9= Pi(z) 和 ~ 也,(z) 在 区 域 

0<z<min| | ro | gE] 
内 只 有 一 个 公共 点 (0，0)， 由 此 根据 85 定 更 5.4 即 知 方程 
(15.45) 在 (é。, 9) 外围 不 存在 极限 环 , 为 此 ,只 要 证 明 


让 [RD- Fs(n)] (15. 46) 
(其 中 As(9) 是 (0 的 及 了 数 ) 在 对 应 的 区 规 让 不 变 号 或 性” 
Qa (6 经 一 Qa(a)62 , (15.47) 


Pe sa =f Pm 5.49) 


当 Eo> 扣 co>es>eo 时 两 联 立方 程 有 唯一 的 一 组 解 61=&s== 
5o， 易 见 当 mo? 关 一 二 0, 工时 条 件 (15.48) 化 为 


1) 即 9to)7A (82) 二 g 以 D /f(D 与 (61) = 了 (9) 只 有 一 组 解 : 红 一 f==&0， 
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1 十 20og (pot pomt1) Qor (pom pa 
0 


Qo3 十 1 
-Te ) =0, (15°49) 
而 条 件 (15.47) 可 以 写成 
一 os( 工 十 2003) (€1°*+ 一 人 2) 十 Gol( 工 十 Cos) (1° —€2°) 
二 am (1+ 90) (Eg! 一 0 G5.50) 
11 
以 (15.49) 的 9" 一 62** 的 表达 式 代 入 (15.50), 得 到 
| (é"-1— é"1) 4=0, (15°51) 
革 由 1 — aoa (+ 08) | Gao (二 20)3 
(03 一 O11 


由 于 除了 5 一 上 一 上 以外, 常 有 6&9 之 56, 故 方程 (15.51) 当 4 关 0 时 
有 唯一 的 解 6: 一 6 一 so 即 在 (se 0) 外围 不 存在 极限 环 . 

如 果 4= 0 则 (6o, 0) 是 中 心 ,从 而 也 不 从 在 极限 环 . 

”对 于 情况 coa= 一 二 qos 一 0 或 gog 二 1， 可 作 类 似 的 变换 ， 得 到 
相当 于 (15.B1) 的 方程 为 : 
[i639] =0, 
gm [1-6] =0 或 -24uln 全 -0 

故 可 得 与 前 同样 的 结论 

在 情况 ca = 一 0 时 Qa(é6) 有 表达 式 . 

Qa(é) 一 一 Gos(T 十 20o9) 一 和 十 cor(1L 十 cos) (1 +2009) 一 


+ 
wot z 
余下 的 计算 和 cx 天 0 时 类 似 . 
又 若 Pa(&) 有 一 对 零 根 ， 则 由 发 散 量 的 常 号 即 知 不 存在 极限 
环 。 征 理 证 毕 . 
由 此 定理 可 以 立刻 推出 $11 末尾 所 提 到 的 二 次 系统 的 一 个 
重要 性 质 
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定理 站 .13 ”如 果 方 程 (15.38) 的 发 散 量 为 零 的 曲线 通过 两 
个 初等 奇 点 D, 则 不 存在 极限 环 . 

【证 】 由 前 知 初 等 奇 点 应 是 形 如 (Es 0) 与 (Ea， 0) 的 奇 点 又 
由 (15.38) 看 出 , 在 这 此 点 的 竺 征 广 各 是 

~ Pal(é)N\— EP (é) =0, 

由 定理 的 假设 知 ， 由 Pa(E) 一 Pa(és) 0， 但 另 一 方面 , E19 
应 是 Pa) =0 的 根 ， 故 Pa(é) 是 Pa( 外 的 因 式 . 应 用 定理 15*12 
即 得 本 定理 的 证 明 . 

现在 回 到 (15.48)， 假 设 Ps(é) 在 此 带 域 中 为 常 号 , 则 显 见方 
程 (15.41) 不 能 有 位 于 此 带 域 中 的 极限 环 ， 但 车 Pa(&1) = Ps(&3) 
0, 方程 是 否 有 包围 (61, 0) 或 (és, 0) 的 极限 环 呢 ? 这 个 问题 由 
定理 15.18 立刻 可 知 答案 是 否定 的 . 

最 后 注意 ， 当 woi=aio=0 时 方程 (15， 38) 的 相 图 有 关于 上 旬 
的 对 称 性 ， 这 时 要 研究 极限 环 的 存在 性 与 个 数 ， 只 须 研究 半 平 面 
“>>0 就 够 了 , 作 变 换 = 子 , 则 (15.36) 化 为 更 简单 的 形式 ， 

以 六 


2X41 万 交 一 一 Qa0 十 (gu 一 goo) — oa 


十 [十 20o9) 全 一 0 了 十 (一 0oa) 开 2. 
(15.52) 
由 此 可 见 ， 此 时 方程 已 化 为 IIDs-e 的 (15. 玉 。 这 样 , 在 0( 址 
一 0) 半 半 面 中 最 多 存在 一 个 极限 环 ; 又 铬 方程 存 在 细 焦 点 , 则 没有 
极限 环 ”. 
同伴 的 结果 后 来 也 被 [2891 所 独立 地 得 到 . 
注意 : 前 面 据 到 的 关于 方程 (15.28) 的 [237j 和 [238] 的 结果 就 
是 用 证 明和 定理 15.12 的 办 法 来 证 明 的 。 此 外 , $ 14 中 已 提 到 [216] 
中 关于 在 条 件 (14.17) 之 下 方程 (4.5) 不 存在 极限 环 也 是 用 同样 


1 此 时 两 奇 上 后 或 同 为 细 焦 点 , 同 为 细 蒂 点 ,或 一 为 细 焦 点 , 一 为 细 鞍 点 ， 它 们 的 
共同 特征 是 : 线性 部 分 的 特征 根 有 相同 航 绝对 值 ， 
2) ”注意 ,由 ( 巧 '32) 看 出 , 此 时 方程 所 确定 的 向 量 场 实际 上 有 对 称 中 心 (0，0) ， 
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的 方法 证 明 的 ， 
定理 16.13 只 是 对 方程 (15.32) 证 明 的 . 但 在 [222] 申 对 方 和 
(15.84) 也 进行 了 类 似 的 研究 ， 为 此 , 他 们 先 作 变 量 代 换 


V3 二 Y= Ye wr (15.53) 
把 (16.34) 化 为 / 
dy _ —f(r)y—g9(%) (15.54) 
dx 4 


中 
jw) = — Palo)e"™ 
= 一 (qo 十 (2 二 1) %—2409% )6 25 


g(%) = — Psa(w)e 
= — [go0t G10%+ (Ga0— 01) 人 2 一 QH s | gost 6 

然后 用 同样 的 办 法 证 明定 理 15.13 对 方程 (15.54)， 从 而 方程 
(15.34) 也 成 立 ， 最 后 注意 到 (15.81) 当 poo=0 时 为 IDo-o 型 方 
程 , 对 于 它 有 定理 16.4, 我 们 于 是 得 到 . 

定理 16.14 如 果 二 次 系统 (15.29) 有 两 个 细 焦 点 , 或 两 个 细 
鞍 所 , 或 一 个 细 焦 点 , 一 个 细 蒋 点 , 则 它 没 有 极限 环 . 

注意 : 根据 以 上 的 讨论 ， 读 者 看 到 所 有 的 二 次 系统 都 可 以 经 
过 适当 的 变量 代 换 化 为 Libnard 型 方程 组 。 但 这 种 化 法 并 不 是 唯 
一 的 . 在 [228] 中 给 出 了 适用 于 比 二 次 系统 更 为 广泛 的 变量 代 换 ; 

定理 15.15 形 如 


7 =fo(%) —fi(%)Yy, 


(15.55) 


| (15.56) 
用 -oo 49D) YD ( 户 人 0) 


的 方程 都 可 以 经 过 变量 代 换 化 为 Litnard 型 方程 ， 
【证 】 先 人 ea < 一 Jo 一 户 (z)%g， 则 得 


OAC A 05. 本 ) 
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其 中 和 (一 户 (go(o 十 亢 (D)gr(o) + pe fle), 
sw) = 0 万 (o) 
blo) Fre) fy 
Wi(%) = fi (2) 


2) 一 一 0i(z) 一 ga (2 2 
fi (w) fol ) PAC gi1( ) 2 万 (Co) je ) 。 


-vexp( -| a (2 dz ) 


再 令 
则 (15.57) 成 为 
过 -voxp(-[ pd) 
oxp (一 - a bs) dz ) 
oom eo 


— th (wv) oxp( 一 。 a ad dz ). 


上 式 即 - “oxp (~ wa de), 
/ 有 一 一 由 exp (| 加 dz) ) -Ww 
再 令 V=ut| Wi exp ([ V3 dz )ds, 
-mf 
则 得 


一 矿 -| i (2) oxp(| als)ds )a 
[Ee (oxp(3], hae) 
它 就 是 我 们 所 需要 的 形式 ， 定理 证 毕 ， 


显 见 ee 已 具有 (15.56) 的 形式 ， 要 使 GD。 能 适用 


(15.58) 
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2 yy) +ow+ le +mey, Yaltart by) 
z 9 
A 汉 二 一 一 ~， 一 人 一) 
施行 变换 了 1 二 了 


把 含 奇 点 (0，1) 的 直线 y=1 变 到 无 穷 远 去 (相应 地 赤道 被 变 成 
= 一 1), 就 可 得 到 形 如 (15.56) 的 方程 了 . 

最 后 , 关于 二 次 系统 奇 闭 轨 线 除了 从 前 提 到 过 的 [14] 的 工作 
以 外 , 在 苏联 还 有 [192]，[240]，[241] 等 工作 ， 在 [192] 中 把 奇 闭 
轨 线 分 类 列表 ,并 举例 说 明 其 实现 的 可 能 性 , 在 [240] 中 专门 研究 
方程 (15.81) 当 bw 一 0 时 奇异 环 的 存在 性 和 稳定 性 ， 在 [241] 中 证 
明 当 (15.81) 中 的 系数 满足 条 件 : 

boo=0, ai 一 4cooaos<0， Qa1li—4daso(go0s—1)<0, 


一 工 十 Cos 一 0 


Woa 


时 存在 两 个 由 上 (下 ) 半 林道 和 w 轴 构成 的 ， 不 能 由 奇异 环 上 两 
点 的 特征 值 来 判别 稳定 性 的 临界 奇异 环 ， 并 得 到 判别 稳定 性 的 充 
分 条 件 ， 但 [343] 指 出 他 的 计算 有 错误 ， 给 予 修正 ， 同 时 又 给 出 关 
别 稳定 性 的 更 为 简单 的 充分 条 件 . 


Yoo a < 0 


习 题 
， 证 明定 理 15.3. 
证明 (15.16) 式 以 及 后 面 的 Po(z) 的 表达 式 . 
.证 明 图 15.1, 并 作出 在 条 件 (15.11) 之 下 方程 (15.15) 的 全 局 相 图 ， 
.用 计算 发 散 量 沿 闭 轨 线 积分 一 周 的 方法 证 明 , 对 于 方程 


dy -一 2 十 GO bryt ey 
dx y " 


只 要 下 列 三 组 条 件 之 一 成 立 , 便 不 存在 极限 环 : 
(i) a<0, c=0, (1) a=0; (i) a>0, c=0 
5， 证 明 (15.36) 和 (19.37) 两 式 ， 
6. 证 明 (15.40) 和 (415: 和 4) 式 . 
?. 在 as= 一 1 0 或 1 时 证 明定 理 15.12. 


中 Co ho 贬 
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8. 证 明 (15.54) 和 (15.55) 式 . 


给 出 定理 15.15 的 证 明 的 详细 推导 ， 
10. 证 明 方 程 


ax 


7 4 十 067 十 iZ22 十 和 TU/， Hs(l +artby) 


可 借 变 换 v=y- Lz 2 In(1- mz), -ll 
2 710 dt 1—mwr 
化 为 Liénard 方程 


ax [5 b cxZ 十 1Z2 
dr We ee -于 | 
QU 2 十 CQ04 


4 br (Or + lr2) 
dr 1-mzr (1—me)s 
11. 对 方程 


A 


十 y+ort+tir 十 92202001/， YY 一 0 二 十 az 一 y), 


试 证 当 8>m>0, a( 红 十 1) <0 或 Sm0 Da 时 不 存在 极限 环 


又 车 0<4a-6<m, 1+ma<0, 则 方程 存在 唯一 的 极限 环 . 
”12. 试 研究 在 变换 


X= 二 Y—— (1+2y) 


之 下 射影 平面 (2， y, 3) 与 (区 ,， 了, 2) 之 间 的 区 域 对 应 关系 ， 并 指出 哪些 地 方 
不 是 1-1 对应. 


3 16. 二 次 系统 定性 研究 
中 的 Dulac 函数 法 


在 前 面 几 节 研 究 IIL，III 类 方程 的 极限 环 不 存在 性 时 读者 
已 经 看 到 Dulae 函数 法 对 于 二 次 系统 似乎 有 特别 的 好 处 。 例如 ， 
在 § 12 证明 (]),-o 不 存在 极限 环 (定理 12.4) 只 用 了 两 个 不 同 的 
Dulae 函数 (12.22) 和 (12.28)， 然 后 算 一 下 发 散 量 , 立刻 就 解决 问 
题 ， 而 [201] 和 [202] 证 明 同 一 结果 却 都 用 了 三 四 页 的 篇 辑 ， 同 
样 ,对 于 (ID 。-s-。 的 无 环 性 ， 上 一 节 中 我 们 介绍 了 [203] 的 证 明 ， 
也 用 了 几 页 的 篇 幅 , 下 面试 看 居 乃 旦 和 [243] 的 证 明 
定理 16.1 方程 


/ —y+ ly + mey + ny?, SY wll + by) (16.1) 


当 m(L+) =0 时 有 中 心 点 , 当 mw(L+ 雹 天 0 时 没有 极限 环 . 
[和 证】 几 m2 二 4n(n+5)0 的 情况 . 
”这 时 www) 的 -m6 一 1=0 有 实 根 ， 取 此 方程 的 任 一 根 ， 再 

四 

Bilw, WD = (1 ngy—o—0)™, (16.3) 
然后 计算 

0(BP) , 0(B:Q) 
0 Ov 


忆 
= m+ OL + by) (ngy —w—0) "1, 
(16.3) 


并 且 注 意 m0y 一 6 一 9 一 0 是 道 过 鞍点 或 结 点 (0， 二 而 与 该 点 的 一 
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个 例外 方 回 相 切 的 一 条 积分 直线 ， 或 是 轨 线 和 它 相 交 时 都 从 同一 
个 方 问 穿 过 , 故 极限 环 若 存 在 只 能 在 此 直线 的 一 边 , 于 是 由 (16.3) 
即 得 定理 的 证 明 ， 

2) m2 十 4n(%w 十 <0 的 情况 . 

这 时 (16 .2) 不 能 用 了 ,因为 十 切 姑 一 妈 有 一 1=0 只 有 一 对 
共 轿 复 根 ， 现 在 我 们 依照 [243] 取 

Bo 9) ~ (1+by) oxp| 2 | 一 各 - 空 | 
(16. 4) 

其 中 o=~V 一 mw” 一 4n(n-+5) ,然后 计算 


0 0 
关中 了 D+ 训 (B2Q) 


TL—ny) o 


min) (1 — ny) -2 1 2 2m jg [~ Hr 
-+by) 


: (16.:5) 

其 中 工 一 (1 一 史 )? 一 nw 坟 太一 ma (1 一 mw) 为 正定 二 次 再 ， 并 注 
意 现在 1+by 一 0 把 (0，0) 和 (0， 二 ) 分 开 ， 故 原点 外 围 的 极限 环 
不 可 能 和 1 一 my 一 0 相交 ， 于 是 由 (16.5) 即 得 定理 的 证 明 . 

注意 1， 在 (16.2) 中 令 0-> 0， 则 B(w, y) 的 极限 函数 就 是 
(12.33) 中 的 Dulan 鹃 数 . 

注意 2: 上 可 分 解 为 [my 一 睛 出 一 zj[Cwy 一 1)0sa 一 w]，0, 是 
nm+b)93 一 m0 一 1 一 0 的 一 对 共 斩 复 根 . 

注意 3， 若 对 (16. 人 中 的 反 三 角 函 数 应 用 熟知 的 公式 


前 中 1 
te 1% = 2 一 2Z (5 ) . 
e237 nor Map) (16.6) 


再 改写 一 io 二 Vm 十 4n(n 十 站 =vV 4, 则 得 


A [o+ 全 让 滞 上 四] 
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“一 Hr 


x | ot 分 (圭一 mg] , (16.7) 


并 丢掉 前 面 的 因子 (一 了 区 ， 那 来 可 证 这 个 Bs(%, 9y) 也 可 用 于 
mW 十 n(n+0) 之 0 的 情况 ， 代替 Bi(w, s) 作 为 那里 的 Dulae 函数 . 
再 看 一 个 例子 。 [201] 中 证 明 (了 Ds-6 无 环 是 从 研究 方程 


Ws do —ytlm + mey— t+ f(y) (16.8) 


的 性 质 开始 的 ， 他 证 明 : 车 (内) 不 变 号 , 在 9=0 的 任何 邻 域 中 不 
恒 等 于 零 , 且 能 保证 (16:8) 的 初 值 问 题 的 唯一 性 , 则 (16.8) 没 有 极 
限 环 , 然后 再 取 适 当 的 f(y) 来 证 明 (TD)s-e 没有 极限 环 ， 现 在 我 们 
用 Dulac 函数 法 来 证 明 下 闸 的 定理 ， 它 所 包含 的 东西 也 比 (Da-。 
无 环 更 多 一 些 . 

定理 16.2 设 在 方程 


yt tmnt ng +Of WP, NW, 


其 中 0 为 常数 f(W) 除 满足 以 上 所 说 的 条 件 以 外 , 还 满足 
(+ 0f (y) >0, 
风 (16， .) 不 存在 极限 环 . 

[证 ] 取 Dolae 函数 ( 仍 是 (12.28) 中 的 函数 ) 
Bsl%, Y) = (FO— on to) "em 207 《16.10) 
其 中 a 一 33 三 (mV3 全 ) 是 一 mo 一 1 二 0 的 正 根 , 可 以 
算出 

郭 (B+ 高 (BQ 


=—om[ (+n) z+0f (0)) (xz 一 oo 二 am- 1e(amnmaDy 
(16.11) 
青 注 意 在 定理 的 条 件 下 直线 人 v 一 any 十 a 一 0 是 无 切 直 线 ， 因 为 


和 
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(+o+0(y), 


由 此 立刻 得 到 定理 的 证 明 ， 特 别 ,车 f(y) 二 0, 则 本 定理 就 退化 成 
为 定理 12.4; 车?+2= 0, 它 就 退化 为 [201] 中 的 定理 了 . 

读者 看 了 这 几 个 比 前 几 节 更 为 复杂 ， 但 也 更 为 有 用 的 Dulan 
函数 以 后 ,一定 会 提出 问题 : 这 些 Dulae 函数 是 怎么 找到 的 ? 有 没 
有 什么 一 定 的 方法 ? 的 确 ， 在 我 们 于 六 十 年 代 初 期 开始 想 证 明 某 
些 较 简 单 的 二 次 系统 不 存在 极限 环 时 , 完全 是 碰 运 气 乱 凌 的 。 当 
时 所 用 的 函数 主要 是 指数 函数 , 其 指数 部 分 是 低 次 多 项 式 ， 以及 分 


式 函 数 ， 如 8 12 的 函数 (12.22), 定理 14.1 的 证 明 中 的 二 一 一 


8 ]5 的 函数 (15.3), 等 等 . 函数 Bs(z, 切 也 是 在 此 指导 思想 之 下 凑 
出 来 的 。， 但 一 经 找到 Bs(w, y) 以 后 ， 我 们 就 得 到 启发 ， 原 来 2 一 
omy 二 ==0 是 过 鞍点 的 分 界线 在 鞍点 的 切线 ， 它 同时 又 是 系统 的 
无 切 直线 ， 此 外 , 当 ?12a= 0 时 , 一 方面 + 一 any 十 a=0 成 为 积分 
直线 , 另 一 方面 ，Bs(%, 9) 又 成 为 (了 )，-o 的 积分 因子 .由 此 我 们 体 
会 到 ， 在 Dulac 函数 中 应 推广 分 式 函 数 成 为 形 如 (ew 十 by+c)* 的 
宕 函数 , 其 中 直线 az 十 by 十 c 二 0 或 为 无 切 直线 ,或 为 积分 直线 ,或 
为 过 奇 点 在 例外 方向 的 直线 , 当然 这 奇 点 也 可 能 是 结 点 , 因为 结 点 
也 有 例外 方向 ; 同时 , 求 Dulae 函数 可 以 先 求 有 中 心 点 时 的 积分 因 
子 . 此 外 ,由 Bi(%, 人力 到 Bs(w, 分 则 说 明 : 如 果 一 个 Dalas 函数 
只 能 适用 于 一 种 情况 之 下 ， 那 末 通 过 复 变量 的 初等 函数 之 间 的 关 
系 可 以 由 此 得 到 另 一 Dulac 函数 , 它 就 能 适用 于 其 他 的 情况 D. 最 
后 注意 ， 以 上 诸 例 中 所 得 到 的 发 散 量 在 可 能 存在 极限 环 的 区 城中 
或 是 定 号 , 或 是 恒 等 于 零 . 但 是 如 果 所 得 的 发 散 量 除了 定 号 部 分 
以 外 , 还 有 一 个 可 变 号 的 线性 函数 4z 十 By 十 C, 那 末 在 直线 4z 十 
By+C=0 让 光 站 能 有 两 个 一次 系统 的 扫 线 相克 之 点 如 果 


DD 这 事实 主 复 直 定性 理 汉中 的 意义 何在 ,值得 研究 ， 
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还 只 能 有 一 个 切 扣 ,由 此 就 可 证 明 该 系统 的 极限 环 如 果 存 在 的 话 ， 
必然 是 集中 分 布 的 。 以 上 这 些 就 是 $15 定理 19.6 的 证 明 的 主要 
思路 .全 于 所 用 的 Dulac 消 数 后 面 再 给 出 ， 
下 面试 用 求 中 心 点 情况 下 的 积分 因子 的 办 法 来 导出 Dulao 函 
数 Btw, y) = 2) .考虑 (TDD)e=s=o: 


5 一 一 9 上 122 十 mo 十 WP =o(1+by). (16.12) 
它 当 ?1+%= 0 时 有 积分 因子 
wlw, y=V7 Vy, (16.13) 
其 中 
Vi=i1~2m—metny +mney—n(nto)r =L(NR(16.5)). 
Vs=1+by. 


为 了 使 得 当 ! 十 2% 关 0 时 所 得 的 发 散 量 的 表达 式 尽 量 简单 ， 现 
在 取 (36. 瑟 ) 的 Dalac 浮 数 为 


Bilw, y=Vi V3, 9 一 -1 生 二 色 ， (16 .14) 
这 样 算出 的 发 散 量 


O 0 
sr (BP) + By BA 
=m(+n)o inyt te pr yy (16.15) 


其 中 下 = 上 = 一 nm 十 站 GWwy 一 1 人 一 2) GW 一 10s 一 2), 而 901, 0 是 
nN 十 相 四 一 m0 一 1=0 的 两 根 ， 如 果 m* 二 4n(wr+5) 之 0， 则 的 ， 
9: 为 实数 ,两 直线 : 

G0 —1)— x2=0 与 0-1)—rz=0 (16.160) 


都 过 (0， 霸 )， 此 奇 点 是 鞍点 或 结 点 ， 它 们 和 轴 的 交点 分 别 为 
(0 四 与 (-g 0). 而 1 一 y+ 一 0 也 过 (0,，) 
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它 和 = 轴 的 交点 (一 - 霹 [2-D，0) 则 夹 在 (一 05 0) 与 (一 92 0) 
之 问 ， 由 此 可 见 ,如 果 b 久 5 一 0 即 Ge 十 仿 >0( 这 时 (0， 元 ) 是 夫 
点 ), 则 1 一 ng 十 -名 二) w=-0 有 可 能 和 极限 环 相交 而 不 臻 导出 
矛盾 . 故 这 时 (16.15) 不 能 用 来 证 明 (16.13) 当 m(1+) 交 0 时 不 存 
在 极限 环 .但 车 010s>0, 即 a@e 十 芒 <0, 这 时 (0， 土 ) 是 结 点 (或 
焦点 ), 则 两 直线 (16-16) 与 < 轴 的 交点 在 原点 的 同一 边 ( 或 二 者 帮 
是 虚 直 线 )， 当 (0， 亏 ) 是 结 点 时 ， 
lny+ tt 0 

与 ¢ 轴 的 交点 夹 在 (91, 0) 与 (6s, 0) 之 间 ， 且 由 于 (16.16) 为 无 切 
直线 , 故 知 不 可 能 存在 极限 环 ， 当 (0， 二 ) 是 焦点 时 , (16.16) 与 
轴 无 实 交点 ，(16.15) 仍然 不 能 用 来 证 明 (16.12) 当 mCl+n) *0 
时 不 存在 极限 环 ， 

下 面 将 改 用 B(0)Bslw, %) 来 代 规 Bs(z, y) 作为 Dulac 函数 
试 试看 , 这 里 0 是 (16-12) 当 7+n=0 时 的 通 积分 , 是 如 的 
适当 选取 的 函数 ， 容易 用 初等 积分 法 算出 当 1+n 一 0 时 (16.12) 
有 通 积分 

Uilw, WD =In[Vi worn + 0) TD | + 


dommto PT 
(16.17) 


-0, | 

其 中 O01 二 Mm 十 4n(n 十 5), 又 
L_ .=~2nm+b)r— (m—o) (1—?7rw), 
L.= —2%(nt+ b)w— (m+ 01) (1 —rny), (16.18) 


LL. 
= dn (nt+b) 


(16.17) 式 只 适用 于 m2 十 4n(r 十 四 和 0 的 时 候 ， 如 果 m3 十 
4n(m+5)<0; 则 在 工 ; 与 工 - 中 将 出 现 复 系数 ， 仍 用 (16.6), 便 可 


8 16， 二 次 系统 定性 研究 中 的 Dulac 函数 法 381 
由 (16.17) 化 得 (16.12) 的 男 一 通 积 分 为 


Da 9) = In[Vs Tor (1+ by) wrD)] 
mm i 2n%+O)s -mi ny) 
oun (nt 0) ® | oa(l1 —nWy) 
-0 (16.19) 
其 中 ga 一 A/ 一 I23 一 422(2 十 0) 
今 在 7 十 (rn 十 了) 宇 0 时 改 取 Dualac 天数 为 


n(n +b)oy 


Bolw, Y) =e6 om so， 


~— Lr™ (1+0y) 3 
十 Ci 加 1 
其 中 一 x5 是 nw 十 四 oe 一 ma 一 1=0 的 根 ， 则 显现 


Bs(w, ) 就 是 (16-2) 式 中 的 Bi(lw, 内， 所 以 是 可 用 的 . 
同样 ,在 mw 十 4n(w 十 9) <0 时 改 取 Dulac 函数 为 
Bol%, Y) =6" "WU, Bao， 


2 2nn+4+h)w 


i] (16.20) 
那 未 它 就 是 (16- 信 中 的 Ba(z, 仿 , 所 以 也 是 可 用 的 
由 此 可 见 ，Dulac 函数 Bi(z, 幼 与 Ba(w, Y) 可 按 一 定 的 办 法 
造 出 , 而 不 是 完全 乱 次 出 来 的 . 
下 面 再 举 一 个 例子 , 考虑 方程 [219]: 


do 
at 


易 拖 当 ;一 0 时 方程 有 积分 因子 


~ y+ + moy 中 -azGL+am)， (16.21) 


-二 
六 工 一 9 
和 通 积分 
ire hi 4 工 nd 
Us= 可 7 人 二 二 (1 二 也 jz 5 oy 十 ( 工 十 也 ) -5 ln ( 工 一 2007 ， 
令 


2 (4 Gos my + )e 
LU 一 em 一 (1 — mo)™ (Rt1) 6 +2 《14 项 ) ， (16.22) 
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2 1 qawi 一 2 十 人 2 (41+ 名 ) 


显然 LU 一 人 一 mo 这 六 0G 
仍 是 (16:21) 的 积分 因子 ,但 此 式 中 不 含 i。 和 前 例 类 似 , 为 了 得 到 
#0 时 的 Dulac 函数 , 应 取 


Blw, y) =Ui Hpe-2 一 人 _ Mp) i + 南开 02 一 my*+3( 妆 +1) zr—2ly, 
(16.28) 
这 里 添上 的 因 式 恰好 是 (16:21) 当 ss=m=0 时 的 积分 因子 ， 然后 


对 方程 (16.21) 可 算出 / 
0O O 2 m2 _ 3 — 一 
Bz BD +o B80) = -U20me +2a— mB(i mr) , 
(16 .24) 


由 (16.24) 看 出 , 当 1=0 或 4=m 一 0 时 (16.21) 有 中 心 点 ， 当 
! 藉 0, m 天 24 时 原点 为 焦点 ， 若 m= 二 2a, 则 原点 为 细 焦 点 , 5 一 0， 
而 vs 的 符号 由 1 的 符号 决定 ( 见 $12(12.21) 式 )， 故 不 存在 极限 
环 . 

有 时 对 某 些 方程 同时 可 以 找 出 几 个 不 同类 型 的 Dulae 函 数 ， 
例如 方程 (1D) 8,0; : 


ytlo tm WY oy, (16.25) 
它 当 1=0 时 有 中 心 , 且 有 积分 因子 
人 1. 
Li 一 《5 和 As pe 
及 通 积 分 U=(1 -mee”™ 2 


义 当 m%=0 有 时 方程 也 有 中 心 和 积分 因子 e- 汪 ， 阔 数 
Bi= G2 和 Bs= (1—me) le 2 
都 可 用 来 作为 (16.25) 的 Dalac 函数 . 


0 0 ma 2ly— ys 
Bt -me 2 ; 
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上 式 说 明 , 当 ml 关 0 时 (16.25) 不 存在 极限 环 . 

以 上 对 于 III 类 方程 ， 实 际 上 我 们 只 讨论 了 可 能 满足 中 心 点 
条 件 的 一 种 情况 , 即 (16. 妃 ， 对 于 可 能 满足 其 他 中 心 点 条 件 的 二 
次 系统 不 在 此 一 一 讨论 , 读者 可 参看 [244] 

下 面 要 用 Dulae 函数 法 来 证 明 $ 15 的 定理 15.6. 

1 当 m3 十 秽 (rn 十 5) 之 0 的 情况 . 


CCP _ 1 (Om)b _ 
ra HT 


到。 B00 
其 中 DJ: 与 的 意义 如 (16.17) 与 (16-13), 工 ; 与 的 意义 如 
(16.18) .对方 各 
一 一 一 一 4 十 10 my + 7 只 -GT 十 az 十 友 ) 
(16.26) 
计算 发 散 量 , 得 到 
部 D+) 


(FnD 3 (Op _a 


一 [CZ 十 4 人 一 ?0 le LL, me LL ho  ， (16.27) 
其 中 A=m(l+n) —w(21+4 8), 
C=am(21+6b+n) — (224+0) 0) Nt, (6.28) 
直线 1 Cs 十 4(1 一 my) 一 0 通过 (0， 二 ), 这 时 (0， 工 ) 是 鞍点 
或 结 点 。 因 此 它 上面 最 多 还 可 能 再 有 一 个 与 (16.26) 的 轨 线 相 切 
之 点 。 这 就 说 明 (16.26) 车 有 极限 环 ( 它 必 定 和 了 相交， 从 而 它 
内 部 至 少 包含 ! 上 的 一 个 切 点 )， 必 定 集中 分 布 于 一 个 指标 为 +1 
的 焦 氮 型 奇 点 外 围 。 它 可 能 是 (0, 0), 但 也 可 能 是 1+azT28/=0 
上 的 奇 点 . 
2， 当 m3 十 4n(n 十 5) 过 0 的 情况 ， 
取 
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_ bt+2t mln)+mb otg-! [+ ] 
B,= Vi 2 8 NOs Osa(l—ny) 


计算 发 散 量 , 得 到 
(BP) + 高 (B,Q) 


= [Oo 十 (1— _m) A1V1w 1 Sm Ht tg [2 
注意 现在 (0， 二 ) 是 焦点 因此， (0 二) 外 围 不 存在 极限 环 ， 


则 如 前 一 样 可 证 (16.26) 的 极限 环 必定 集中 分 布 ， 但 车 (0， 二 


7 ) 


外 围 出 现 极限 环 ， 则 (0，0) 外 围 仍 有 可 能 出 现 极限 环 而 不 致 与 
“Ow 十 (1 一 my)4==0 上 最 多 只 有 两 个 与 (16.26) 的 罗 线 相 切 的 所， 
这 一 事实 相 矛 盾 ， 这 时 极限 环 就 可 能 不 是 集中 分 布 的 了 .， 例子 已 
见 $ 11 的 方程 (11.10).。 但 车 除 两 个 焦 尽 以 外 还 有 其 他 有 限 远 奇 
点 (zi，%4)， 则 在 该 奇 点 必定 有 例外 方向 。 我 们 就 可 以 用 该 奇 扩 


代替 (0， 二 ), 以 ?[19]; 
DL=y-—y—0r—v) (=1, 2) 
分 别 代替 Za 与 上 -, 其 中 由 是 方程 
(—1+mzi+2y) + [2 0% tm 0 —av=0 
的 两 根 , 实际 上 就 是 (m1, 9 的 两 个 例外 方向 的 斜率 , 并 且 以 
Bs= [yy—y— 0 (%— 21) 1)" [Wy —y1— 0a(2— 121)]™ 


代替 前 面 的 Bi 与 Bs, 其 中 
(O01 Ym (b+27)0,l 
0 
b= < m+) 
和 1— 0» ’ 
于 是 可 算出 : 


9 ,3 Ei 
=EKLe Lm (yw— vy) Ast+ BYy+0O"), 
1) 在 以 下 的 计算 中 设 %=1, 当 n 站 0 时 总 是 可 以 这 样 假设 的 。 
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其 中 4a +2D tomtom(d+2), 
i 
分 
B= rmbtaob+2D) +, (16.29) 
21 1 1 


0’'—~m(+1)—a(d+2D). 


容易 验证 直线 4% 十 BYy+C0' =0 必定 通过 奇 扣 (wi, V1), 于 是 如 前 
一 样 我 们 就 可 证 明 这 时 (0，0) 与 (0，1) 外 围 不 可 能 同时 存在 极限 
环 了 . 

值得 考虑 的 是 : $ 15 的 定理 16.12 能 否 用 Dulac 函数 法 来 证 
明 ? 我 们 猜想 大 概 是 可 以 的 ， 

最 后 证 明 $ 11 末尾 所 提 到 的 ， 关 于 二 次 系统 的 焦点 精细 度 的 
一 个 重要 性 质 , 即 

定理 16.3 车 二 次 微分 系统 有 两 个 细 焦 点 , 则 它们 都 上 只 能 是 
一 阶 细 焦 点 . 

这 一 定理 最 先 在 [191] 中 得 到 ， 也 是 用 Dulac 函数 法 来 证 明 
的 .但 现在 [245] 中 有 更 为 简单 方便 的 证 明 . 因此 这 里 采用 [245] 
的 证 法 , 至 于 用 Dulac 函数 方法 的 证 明 与 以 上 所 说 的 那些 很 类 似 ， 
留 给 读者 作为 习题 . 

【证 】 采用 Bayrzs 的 标准 形式 : 


军 -~ NO 一 9 一 和 al 十 (2 和 3 十 Xa)22 十 和 eg 
(16.30) 


Wythe DN wy — Nay’, 


假设 0(0, 0) 是 至 少 为 二 阶 的 细 焦 点 , 我 们 要 证 明 : 如 果 还 存在 另 
一 焦 氮 型 的 奇 瓜 久 , 则 多 或 是 粗 焦 后 ;或 是 0 与 六 都 是 中 心 . 

由 $9(9.40) 中 v3，%s 的 表达 式 可 知 ， 若 040，0) 至 少 为 二 阶 
细 焦 点 ， 则 必 有 入 一 和 5 一 0， 这 时 (16.30) 成 为 


ds 


a 一 4 一 和 so 十 2 和 so00 + Ney =P, 
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拷 etht 2Nth ey hy’—Q, (16.31) 


而 方程 的 发 散 量 是 
-+ v. 
如 果 和 =0, 则 (16.31) 为 怡 当 方 程 , 它 的 初等 奇 氮 只 能 是 中 心 
或 鞍点 。 故 不 妨 设 X4s0.， 这 时 如 果 另 一 焦点 再 奇 扎 祥 不 在 9 烛 
上 , 则 九 在 六 的 值 不 为 零 ，W 应 是 粗 焦点 ， 现在 假设 入 在 y 币 


上 ,我 们 来 求 y 轴 上 的 奇 点 的 坐标 , 以 = 一 0 代入 了 ~0, 得 到 
y=0 及 y 一 元 -， 

代入 @-0， 得 到 )ab2-0， 因 此 W 的 可 能 坐标 是 (0，0) 或 
(0， 元 )， 在 第 一 种 情况 , 入 一 0， 没 有 第 二 个 细 焦 点 。 在 第 二 种 
情况 必须 xs 一 0， 但 当 ) 一 0 时 (16.81) 又 成 为 可 积分 , 仍 只 能 
是 中 心 

当然 ， 二 次 系统 存在 两 个 一 阶 细 焦点 的 情况 是 有 的 , 如 8 13 
的 方程 (133)， 当 m6> 二 一,，274 <4ms 时 其 全 局 结构 
如 图 18.10， 这 时 0(0，0) 与 B( 一 二 ，0) 都 是 一 阶 细 焦 点 ， 定 
理 证 毕 

[245] 中 还 进一步 证 明 ， 当 二 次 系统 存在 两 个 一 阶 细 焦 点 时 ， 
它们 必定 具有 不 同 的 稳定 性 ， 证 明 从 略 , 作为 习题 


习 题 
1. 证 明 (16.:3) 与 (16.5) 两 式 . 
2. 证 明定 理 16.1 后 面 的 注意 1 以 及 (16.7) 式 ， 
3. 验证 (16:27) 式 和 (16.29) 式 ， 
4， 设 在 .32 一 qz 十 码 十 5(02 十 )， 到 一 oz 十 国 一 (22 中 有 有功 十 可 


>0， (4 一 4)? 十 46bc<0， 试 用 Dulac 阴 数 [pyg2+ (ae -GD 一 cz33-1 证 明 方 程 
有 了 唯一 的 极限 环 , 它 是 稳定 环 L1701. 
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5， 试 用 Dulac 艺 数 zy 址 明 


dr 级 一 咏 一 42 一 人 ZU 十 27 
个 人 存在 极限 环 . 
6。. 试 证 在 方程 
Ux 
dat 


中 若 0< 一 二 < 


一 一 一 一 外 上 十 9 一 MO 十 Gx， SY wl1+ar) 


ye ”1 
则 当 6> 呈 (一 AT 
时 方程 已 不 存在 极限 环 [L246]. 
(提示 取 Dulac 浮 数 Lm? -my+ad—m]-1.) 


7. 证 明 他-s(y 一 太 ， 弄 一 yz 十 蜀 十 ge 不 存在 极限 环 [170]. 


383. 证 明 Py 2 一 《z+]D[C2-1)?+ 和 ], -这 一 一 my 当 和 A>1l 时 无 闭 轨 
线 [170]. 


9. 证 明 字 一 2zy， 代 一 1+4y 一品 十 妨 无 闭 轨 线 [170]. 


at 
10. 证 明 到 -32xG1+m2-2b)， 一 = 一 y(I-422 上 3 多 ) 无 闭 轨 线 
[Li70]. 
1]1. 取 Dulae 申 数 已 =e2sc, 证 明 
ar_, 1-—pB ay 


A 9 号 
BY ig WM ?+y) 


(其 其 由 e>0，0<B<- 十 ) 在 半 平面 1 二 pz> 0 中 无 闭 纹 线 [70] 


12。 证 明 = 人 ( 1) (x 二 +2) 填 二 可 5 妨 十 厨 史 十 忆 y 无 闭 


3 
轴线 L17 9. 
13. 用 Dulac 范 数 法 证 明定 理 16.3. 


S311. 有 分 二 次 系统 的 极限 环 


所 谓 有 界 二 次 系统 , 就 是 一 切 轨 线 当 t=0 时 保持 为 有 界 的 二 
次 系统 . 这 方面 的 研究 工作 最 旱 见 于 Dickson-Perko[247], 在 此 
文中 痛 先 研究 了 mn 维 空间 中 的 定常 二 次 有 界 微分 系统 ， 然 后 转 而 
对 平面 二 次 系统 作 了 详细 而 深入 的 研究 ， 这 后 面 一 部 分 工作 的 主 
要 部 分 后 来 又 发 表 于 [248] .他 们 借助 于 $10 提 到 过 的 [165] 的 
每 采 对 有 和 界 二 次 系统 作 了 详细 分 类 和 全 局 相 图 ， 但 对 极限 环 的 存 
在 性 与 个 数 则 完全 没有 讨论 ， 与 [248] 独 立 ， 在 [249] 中 也 得 到 二 
次 系统 为 有 界 的 许多 充分 条 件 ; 但 是 同样 , 他 们 也 没有 考虑 极限 环 
问题 。 本 市 介绍 [250, 253] 的 工作 , 其 中 最 先 研 究 有 界 二 次 微分 系 
统 的 极限 环 的 存在 性 与 唯一 性 , 得 到 许多 结果 ,但 尚未 能 彻底 解决 
问题 。 为 了 便于 和 前 面 各 节 的 结果 相 比 较 , 代替 [248] 的 分 类 法 ， 
本 节 改 按 我 们 所 熟悉 的 II 类 方程 以 及 有 限 奇 点 个 数 的 多 少 来 分 
段 进 行 讨论 . 

易 见 任何 有 界 二 次 系统 必 至 少 有 一 个 奇 点 ， 把 原点 移 到 此 奇 
把 去 , 则 方程 可 写 为 

仑 一 Dog 十 po 十 站 s(w， 外 )， Y= gwt qoyt Yale, y), 

(17.1) 

其 中 pi0,， Pol，910，901 部 是 常数 ， 了 a《%, 9) 与 了 s(x, 9) 为 齐 二 次 
式 ， 


研究 二 次 系统 (7 了 的 有 界 性 与 其 对 应 的 齐 二 次 系统 


从 -和 ao 人， WF, Y) Gd7.) 


的 性 质 有 一 定 的 关系 .把 (17.2) 化 为 极 坐标 , 得 到 
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9 —7 [Xs(cos0, sn 如 cosl 十 也 (cosg0， sin0)sinlO] 


pO) (17.3) 


Li ~7[Ya(cos0, sin 0)cos0— Xa(c0s0, sind)sin Of 


=7GQ(0). 

设 0= 风 是 G( 力 =0 的 根 ， 且 Lo >0， 则 47.3) 的 满足 初 值 
?to)=70, (fo) 一 bo Wi 

1 


站 (有 = FU 一 1 及 2» 
0 roF (Oo) 


蕊 是 (2, 幼 平面 上 的 一 条 射线 , 当 了 (一 十 00 时 二 > 和 二 一声 zg i 

定义 17.1 设 7=7 人 的 是 (7 了 的 这 样 的 解 ,使 当 r > 十 ce 时 
趋 于 有 限 值 ， 则 称 (bb 是 具有 有 限 逃 逸 时 间 的 解 ， 对 于 (47.3)， 
如 采 存 在 如 使 Go 一 0 Fo >0, 且 (7 多 是 47:3) 的 有 限 逃 
逸 时 间 解 , 则 称 (17.4) 为 射线 解 . 

定理 17.1 如 果 (17.2) 有 一 射线 解 , 则 (17-1) 具 有 有 限 逃 递 
时 间 的 无 界 解 . 

【证 】 作 变 换 

v=7C0S80, y=7 sing, Tn, 
则 (17.1) 变 成 
一 010 C08” 0 十 (Por 910) C08 0 sin 0 + qos sin* 0+7rrF (0) 


~ Pi1(0)+rF (0), 
(17.5) 
0Q0 


P= [goo b+ (gu — P10) C08 0 Sin 0 — mol Sin” 0 +G(0) 
=- Qi(0) +G(0). 

由 假设 知 ， 存 在 4 一 加 使 Go = 一 0， 丰 (0 >0， 不 妨 设 Po = 

和 >0. 令 o=7, 则 (17.5) 变 为 


9=00 (17:4) 
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o=—oF(0) -oP(0), 0=oG1(0) +G(0), 
它 有 奇 点 (co 一 0, 96=0o)， 且 前 一 方程 有 一 负 特 征 根 一 A\. 故 由 
JTanyH0B 的 古典 定理 知 方程 组 有 一 趋 于 (oa 一 0, 09 一 bo) 的 轨 线 ， 相 
应 地 ,方程 (17.5) 有 一 轨 线 (7 (5), 9(%)) 一 (十 oo, 0o). 对 (17.5) 
的 第 一 方程 应 用 常数 变易 公式 ,可 知 r(z) 一 十 co 时 应 有 > 十 0， 


最 后 由 
ds 
一 | 0 CS) 


可 见 当 r-> 十 co 时 有 #<co， 证 毕 . 
现在 我 们 来 研究 二 次 系统 


9 一 4 十 SGz 十 1 所 十 ?CU 十 ?702 YY- =%(1+art+0y) 


(17.6) 
什么 时 候 才 能 成 为 有 界 系 统 . 将 (7.6) 对 应 的 齐 二 次 系统 
人 一 Mo 上 may 十 ny, VY 
作 定 理 17:1 中 的 变换 , 则 得 


-一 r[zcos20+ (mm 十 jcos "0sin0 二 (十 0)cosbsin30] 


—7F 0), 


= bry+ a (17:7) 


SE acos 0 (bl)eos dsinO -meosd sinb -nsin?p 
00,). 
因为 0(0, 0) 是 孤立 奇 点 ,由 定理 17.1 知道 , (17.6) 为 有 界 系统 的 


必要 条 件 是 : 
7 一 0，(0 一 六 十 4720<0， 


或 m=n—0, b=!l, gO 
因此 要 建立 系统 (17.6) 为 有 界 的 充 要 条 件 , 只 需 建立 系统 
-ytbethtmay, Witavtby) (17.8) 


“有 界 的 充 要 条 件 ， 而 上 述 必要 条 件 可 改写 为 
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(DD344ma<0 或 b=l m=0, gx0 (17.9) 


定理 .2 系统 (17.8) 为 有 界 系统 的 充 要 条 件 是 下列 请 条 
(2) (一 分 2 上 4720<0 8=m+o=0, m+med) <0, m0; 
(3) m=0, b=l, ob>0. 
【证 】 充分 性 ， 考察 系统 (17 .8) 的 轨 线 在 无 限 远 奇 反 附近 的 
性 态 ， 作 Poincaré 变换 
jo y= 1] dt _ 
2 2” dv 
则 (17.8) 变 为 
9 一 mu 一 ?十 (CC—b) Ut Ou — a — wz, 


一 U2 十 qu 十 2%， 


由 条 件 (17:9) 知 (17.8) 只 有 唯一 的 无 限 远 奇 点 (0， 土 1, 0). 
先 研 究 m 关 0 的 情况 ,不妨 设 和 >0 盏 则 将 2, 4 变 号 大 可 办 
到 这 一 扩 。 令 


(17.10) 


则 (17.10) 变 成 


dx 1 -/- - 1 9 交 
55- -Totmz+ Ls|= Ps, ), 


dy - 
dv 


341 -1b - 
y+ -Dt 


一 9 十 Gas(z， y). 


设 由 y 十 Qs(z, 仿 =0 解 出 9%=Y(z)， 它 满足 p(0) =w (0) =0， 代 
入 Pa(z， 9) ， 得 到 
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jr) =— Psls, 9 (7)) 


= D+ bmd+D) —m(etm)] 


+ [hmd+21—b) —m(mt20)]z +o(s). 


(17:11) 
由 (17. 寺 ) 知 道 ， 沁 5 关 0, 或 =m 二 4=0 而 m6 十 ! 关 0， 出 
(0, 士 0) 是 半 鞍 结 点 , 有 是 当 8<0, 或 5=mt+a=0, 20 二 <0 时 
(17.8) 的 轨 线 在 无 限 远 奇 点 (0， 土 I，0) 附 近 的 性 态 如 图 17.1 所 
示 , 故 (17.8) 的 一 切 解 当 t=0 时 有 界 …. 
又 若 6=a 十 m=m6 十 t=0, 则 由 47:9) 知 必 有 01<2, 这 时 
(17.9) 可 改写 为 


= (1+ow) (0%—Yy), 强 =72(1+aw), 


直线 1+az=0 上 充满 奇 点 ,方程 的 全 局 相 图 如 图 17.2,， 由 此 可 知 
(17.8) 的 一 切 解 有 界 ， 
其 次 , 当 宫 二 0, 5=? 时 , (17.10) 成 为 


>>0, 如 二 0 或 
m>0, moti<0 : 
? Ga>0, 6=0 


图 17.1 图 17.2(4) 
1) 如 果 不 设 驶 >0， 则 当 勾 <0, 5>0 或 rw<0,5= 二 ra=0, 7W6 填 1>0 时 所 得 


无 限 远 奇 点 附近 的 轨 线 图 可 由 图 17 .1 关于 (0，0) 作 对 称 而 得 到 ， 这 有 时 箭头 并 不 倒 向 ， 
故 一 切 解 当 :过 0 时 仍 为 有 界 . 
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pmiawmitlem0 b=m+a=m3+l=0 
a>0, ~—2<6<0 a>0, 0<6<2 
图 17.2(%) 17 .2(0) 
du osu 史 -- 
7 2 十 U2— on — wz, 7 uz(b + autz). 
| (17 .12) 
作 变 换 = 3 一 一 gw 一 (1 一 Bu 十 9)z, 则 (17.12) 变 成 
Cy, Wabi +hD)] bay(1+g(2)) + (2) 
dz dT 
. (17 .18) 
其 中 


二 = z+0(8), gH) 一 2 stol®), 
f(z) = —6+0(7), 
因此 ， 当 a6>0 时 , (0， 土 1, 0) 是 半 鞍 结 点 , 方程 (17.8) 的 轨 线 在 
此 奇 点 附近 的 性 态 仍 如 图 17.1 所 示 ， 其 中 所 曾 的 是 4<0, 5<0 
的 情况 D， 
必要 性 . 显 见 (17.9) 成 立 . 

当 m 关 0 时 如 果 m2>0, 或 2 一 ma 二 go 一 0 m(m8 十 站 >>0， 则 
由 (17.11) 知道 (0， 士 1，0) 仍 是 半 较 结 点 , 但 (17.8) 的 轨 线 在 此 奇 
点 附近 的 性 态 如 图 17.8 所 示 , 故 (17.8) 有 无 界 解 ， 又 车 b=0,m 
十 gx*0, 则 由 (17.11) 知 道 (0， 土 1, 0) 是 结 点 或 鞍点 ， 从 而 必 有 轨 


1) ” 见 上 页 脚注 ， 
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线 当 1-> 十 co 时 由 有 限 平面 进入 此 奇 点 ， 即 (17.8) 有 无 界 解 . 
司 样 ， 当 m=0,，5=1, ab 二 0 时 
(17.8) 的 轨 线 在 无 限 远 奇 点 (0， 土 1 0) 
附近 的 性 态 也 如 图 17.8 那样 , 故 有 无 界 
解 . 
最 后 ， 或 m=b=L=0,， 4 天 0， 则 
(47.13) 变 成 


mm>>0, 6>0 或 
MN>0, md 十 1>0 或 dr - 
m0 bm, G0, 6>0 一 人， 
图 17.3 ” 
WY — a3w" :1 天] 一 和 全 cxz2g [十 9(Z)] + 了 )， 


其 中 AZ) = — 2 +o(s’), 
9g (7) = - 工 Z 十 0(2)， 


F (人 与 (17.13) 同 。 这 时 (0， 士 1 0) 为 结 点 , 故 (17.8) 有 无 界 解 . 
定理 证 毕 . 

下 面 开始 讨论 有 界 二 次 系统 的 极限 环 ， 当 5=m+a=m8+1l 
一 0, m*C 时 即使 ||<2, 《17.8) 也 没有 极限 环 ， 因 为 这 时 方程 
右 方 有 公 因 式 1 一 mw, 直线 1-mw 一 0 上 全 部 是 奇 点 ， 因 此 只 需 
讨论 (17.8) 只 有 有 限 个 有 限 远 奇 点 的 情况 ， 显 见 (17.8) 最 多 有 三 
个 有 限 远 奇 点 ,下面 按 奇 点 个 数 的 多 少 分 别 进 行 讨论 . 


1. 三 个 有 限 远 奇 扣 的 情况 . 
由 二 十 az 十 60y=0 人 解 出 y, 代 入 (147:8) 的 第 一 个 方程 , 得 
. Do+ Be+1i=0, (17.:14) 
其 中 DD=WW—ma, B=ag+b6—m, 


(17.8) 存 在 三 个 有 限 远 奇 点 的 充 要 条 件 是 B*>4D. 沁 比 条 件 演 
足 时 三 奇 点 为 (0，0)，(wi, 外) 与 (2%3，9a), 其 中 
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0 一 人 -4D yi 一 一 所 一， 
VB-4D C 1 
化 3 一 一 一 一 一 一 一 5 7 -一 一 一 ， 人 一 A 
注意 , 当 ?==0 时 由 定理 于 :3 知 条 件 8 二 4D 不 成 立 , 故此 时 只 有 
唯一 的 奇 点 (0, 0). 


引 理 17.1 当 0 一 了 ?4+4ma 过 0, mb 过 0, 7 十 3 关 0, 或 加 一 
0, 5=1, op>0 时 (17.8) 的 分 界线 结构 与 图 17.4 或 图 地-5 同 
胚 ; 当 (8 一 六 ”HH472C<0 m5 过 0, 1 十 m6 一 0 时 ，(17:8) 的 分 界线 
结构 与 图 17.4(6) 或 17-6 同 豚 .图 中 的 一 @ 与 表示 指标 
为 十 的 奇 扩 外 围 的 轨 线 趋同， 至 于 极限 环 的 有 无 ， 尚 待 以 后 进 一 
步 分 析 , 才能 确定 . : 


图 17.4 


【证 】 不 妨 设 2 二 0, 否则 可 将 2, 9 变 号 ， 于 是 当 mm 天 0 时 有 
m<0, a>0; 当 m=0 轩 有 5=1>0, 6>0, 
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由 (17 9) 可 得 (十 六 <4D, 故 


wiTa= 5 >0. 


当 B>0 时 有 3s 二 二 0， 把 原点 移 到 (wi 9) 去 ， 并 人 用， z, 4 表 
示 (17:8) 新 的 坐标 ; 


党 = 元 [B- at (B+D) wi] s+ (maci 一 贡 g 十 za 二 meat 
G7.15) 
音 一 0010 十 00401 + a bry. 
容易 计算 一 次 近似 方程 的 两 特征 根 之 积 为 
A Ns = 2 Dos( w+ 2 )<0, 


故 新 的 原点 ， 即 原来 的 奇 点 (cu 的 ) 是 贰 点 ， 而 另 两 奇 点 O01( 一 2 
一 惫 ) 及 Oa (wa 一 v1, ya 一 yi) 的 指标 都 是 十 1， 同 理 , 当 了 3<0 时 mw 
>ws>>0， 如 前 可 证 (zas，4s) 是 鞍点 ， 而 另 两 奇 点 是 指标 十 1 的 奇 
点 . | 

先 考虑 (0 一 人 2 二 4ma<0 mo<0 14-m6 关 0 的 情 沈 。 如果 
B>0, 作 


Vy t Varyt (17 .16) 
久 着 (17.15) 的 地 线 表 导数 ,4 得 
dV -~ ss|  _ ，， 
Qt 17:=0 Aiwt Asr, dt iv,=0 Bwt Ber 
及 一 
关中 i 下 全 一 人 因 一 分 (mei 一 1)， 
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9 
at ma 
BP 、 


本 一 而- 
注意 到 一 人 十 So 十 1 二 000 一 0 
1 二 az 十 oo 一 0， 


不 难 把 Ai, 4 B11, BPs 化 简 为 


hi= ——— [mt (0—b)wy ort], 
1 


4,= 一 二 [ma 二 GG—b) wy — oari], 
1 


水 
D 
i Bi= 4 (ci 一 Zo)， Ba= 。 
所 以 
ya (ete), 
(17.17) 
C 一 2 vv+ m3). (17 .18) 
1 . 

X 人 Ce YY ,0 (+2). 

: : (17 .19) 


注意 到 (1—0)*+4ma<0, m < 0, mt (7 一 站 94 一 GO1<0， 0O, 总 
落 在 区 域 >0 上 , 敬 可 设 归 <0， 当 1+m5#*0 时 ， 
v1— 40. 
0 


因此 当 心 一 工 >0 


时 ,KG17.15) 从 而 (178) 的 分 界线 结构 与 图 17.4 同 胚 ; 当 
wv - 工 一 0 
mm 
时 , (17.8) 的 分 界线 结构 与 图 17.5 同上 胚 . 
如果 B<9， 把 原点 平移 到 《za，%) 上 去 ， 并 仍 用 2 9 表示 
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(@) 


图 17.5 


(17.8) 的 经 过 平移 变换 以 后 的 因 变 量 , 便 得 
ds = 二 [B 一 xc 十 (也 十 万 )oa]z 十 (mra—1)y +l + moey, 


at 
YY =avar tT Dray 十 CO + OmYy. (17:20) 
作 变 焕 
2 一 4 vo 你 ， 2a 一 4 十 b 2 
没 着 (7 .20) 的 轨 线 求 导 数 , 可 得 
中 一 — [m+ QC—b) za — oy s(t La), 
奇 点 (zi 一 0a， 是 一 加) 总 落 在 区 域 好 >0 中. 又 
Qt 四 _4 oy 一 rr 
一 (mews —1)Yy, dt | ,0 av{v + ma), 


由 于 mws 一 1 之 0,- 故 (17.20) 从 而 (17,8) 的 分 界线 闭 构 与 图 17-4 
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或 了 .5 同 胚 ，( 了 一 0 的 情况 也 可 借 w y 改 号 化 为 B>0 的 情况 . ) 
其 次 ， 考 虑 m==0, 5=7, 05>0 的 情况 ， 这 时 有 了 一 引 >>0. 

共 B=a 二 b8>0, 则 (17:17)，(17.18) 与 (17.19) 可 分 别 化 为 


dy aV a 
可 -本 | X 人 (人 十 2 0a ) ， 


0 一 0 (wj 十 v1) ， 
笃 z-0 = Y, | 
因此 (17.8) 的 分 界线 结构 与 图 17.4 同 胚 

同 理 , B<0 时 (17.8) 的 分 界线 结构 也 与 图 17.4 同 胚 

最 后 考虑 (6 一 站 ?二 4ma 二 0，m2< 之 0,，1++m6=0 的 情况 ， 在 
b>>0 的 假定 之 下 有 m 二 0，D>0， 注 意 到 DD= 一 m(4 十 65)， 故 
4 十 >0, 从 而 忆 =c 十 06 一 人 这 0. 

如 果 @ 十 66 土 m 之 0, 则 


= Qaw(w wi), 


m j=_n 

: | Di’ mm DD 
是 (17.15) 的 积分 直线 ， 但 此 时 (17:15) 从 而 (17:8) 的 分 界线 结构 
仍 与 图 17.4 同 肥 . 


如 果 4 十 86 土 m 过 0, 则 


1 一 光 3 一 一 一 ); 
nm 


i1 二 一 一 办 = 一 一 一 
mm” DD’ 


这 时 z=0 是 (17.15) 的 积分 直线 ， 故 (17.8) 的 分 界线 结构 与 图 
17.6 同 胚 ， 引 理 证 毕 . 

现在 讨论 具有 三 个 有 限 远 奇 点 的 有 办 
二 次 系统 的 极限 环 问题 . 
当 ?+ms=0 时 由 起 理 二 1 知道 ， 
(17.8) 的 分 界线 结构 与 图 17.6 或 17.4 同 
胚 、 它 有 一 条 积分 直线 图 17.6 

1 


im 


所 以 由 定理 15.4 的 推论 知道 (17.8) 至 多 有 一 个 极限 环 ， 又 这 时 
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原点 (0, 0) 肯 定 是 指标 +1, 但 另 两 奇 点 O( 另 ， 一 22 站 一) 
0,( 工 ，- 二 2 一 实 ) 的 指标 则 尚 待 确定 ， 已 知 (17.8) 在 (0,，0) 的 特 


征 方程 为 冯 一 BX 十 1 一 0, 因此 有 

1) 当 131>2 时 01 是 结 点 , 它 的 外 围 不 存在 极限 环 . 

2) 当 一 2<8<0 时， 01 是 稳定 焦点 ， 训 的 外 败 若 有 极 慑 天 
必 为 偶数 个 , 故 0 外 围 不 存在 极限 环 . 

3) 当 8 一 0 时 ，0: 为 细 焦 点 ， 故 (17.8) 不 存在 极限 环 (定理 
15:4). 

4) 当 0<5<1 时, 01 是 不 稳定 焦点 ， 外 国有 唯一 的 极限 环 ， 
而 0。 外 围 则 没有 环 。 但 保证 01 外 围 存 在 极限 环 的 、8 的 准确 变 
动 范围 却 可 能 小 于 (0, 2)， 即 使 一 切 保证 系统 为 有 界 以 及 
l+m6 一 0 这 些 条 件 都 保持 不 变 ( 兄 后 面 例 1). 

要 研究 1+m3 一 0 时 另 两 奇 点 (zw g) 的 性 质 可 以 把 原点 和 
到 (2，4) 去 , 则 得 方程 

dw 


[Bat DDN 
(17 .21) 
区 一 000 十 DZ 十 4 人 十 020. 
“首先 , 以 0, 二， 一 43) 代 (zw g)， 得 到 
e mgt bd) (ot Dot-m) w+ my, 
= -2 5 一 人 gao 十 8 
由 此 可 得 特征 方程 的 两 根 为 (注意 吃 = 了 及 一 ma= 一 +) 
mtn 


再 以 0:(，- -2 全) 代 《2 得 到 
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了 5 下 & 十 06 
dy 0 b 
-at ? aro Yor 十 90 
由 此 可 得 特征 方程 为 
3 6(C 十 06 十 作 ) 一 2 ， _ (g++66) (a tb6t+m) -0 
: w 十 (0 (十 08): 
(17.22) 


根据 前 面 的 假设 ?>0， 故 由 定理 好 .2 的 条 件 芒 知 有 四 < 
a>0; 但 a+58+m 的 符号 则 还 不 能 确定 ， 如 果 a 十 83+m>0, 出 


由 (17-21) 知 在 0;( 土 ， 一 2 二 ) 的 两 特征 根 为 负 ， 即 它 是 稳定 
结 点 、 另 一 方面 , 由 (1722) 看 出 在 0: 加， 一 人才 上 ) 的 两 特征 
根 异 号 , 故 0; 为 鞍点 ， 反 之 , 车 4 十 66 十 m 二 0, 则 0s 为 鞍点 .又 
由 (6 一 ?十 4ma<0 可 推出 GB 十 ?之 4Gb1 一 ma) = 一 4m(a+06)， 
故 “十 03>0, 于 是 由 (17.22) 看 出 0 有 指标 十 I， 总 之 , 就 模 坐 标 
来 说 , 鞍点 必定 介 于 两 指标 十 1 的 奇 点 之 间 ， 但 在 上 述 条件 下 0 
可 能 为 焦点 或 第 点 。 当 0; 为 焦点 时 可 以 如 前 一 样 讨论 极限 环 的 
存在 性 , 如 果 存 在 , 则 一 定 唯一 , 且 不 能 与 0 外围 同 时 存在 ， 
例 1 研究 方程 

2 一 一 4 十 62 十 2 一 00， 名 -~ 一 2 人 (IT6Z7 十 20)， 

(17 .28) 
这 里 0<6<2, 1=5, m= 一 1, a=6, 5=2, B=7 十 28, D~10, 故 


i+md=0, (b—D 4ma<0, mb<0, Br>4D. 
方程 0 -28) 全 有 三 个 有 限 运 坷 点 。 当 3~0 时 它们 是 (0, 0) 
(- 言 : 0) (五 台 》 当 3=2 时 它们 是 (0, 0), (一 韦 ，- 十 ) 
1, 


(- 3) 当 问 从 0 变 为 正 时 , 0 由 稳定 变 为 不 稳定 , 外 围 出 现 唯 
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一 的 稳定 衣 限 环 ， 当 号 增 大 到 ,<2 时 ，0 外 国有 分 界线 环 , 它 是 
由 从 较 点 ( 一 于， 5 向 左上 方 前 进 , 最 后 进入 ( 一 1， 邓 ) 


的 分 界线 , 以 及 由 (一 - 汪 ， 一 二 ) 出 发 ,向 右 下 方 前 进 ,最 后 也 进入 


(-1， 子 ) 的 分 界线 妃 所 国 成 的 , 如 图 17.7， 当 8>2 时 0 成 为 不 
委 定 结 上 ， 外 用 不 青 存 在 极限 环 ， 注 意 ,在 本 例 中 2 一 1 全 为 
分 直线 , (0 0) 与 (1， 马 ) 不 动 ,但 鞍点 则 随 8 而 移动 . 又 51 是 否 


等 于 2， 还 不 能 确定 . 《这 个 例子 
原稿 有 错误 ， 现 根据 韩 茂 安 同志 
的 意见 改正 . ) 

当 [十 m6 关 0 时 也 可 从 
(47:15) 出 发 对 极限 环 问题 作 与 
前 类 似 的 研究 ， 但 是 由 于 现在 方 
程 个 一 定 存 在 积分 直线 ， 因 此 即 
使 能 证 明 在 某 些 情况 下 存在 极限 

” 环 , 也 不 能 立刻 就 肯定 其 唯一 性 ， 
详情 从 路 . 
二 .有 两 个 有 限 远 奇 点 的 情 


图 17.7 况 ， 


由 (147:14) 知 方程 (17.8) 有 两 个 有 限 远 奇 点 的 充 要 条 件 是 
B* 一 4D， 这 时 0(0, 0) 为 指标 十 1 的 初等 奇 点 , 而 O"(zo，go) 为 


高 阶 奇 点 , 其 中 
9 B’ “0 bpB 


令 T=w 一 Zo, 9 一 Yy 一 Jo， 则 (17.8) 化 为 
| G++m)i atbdtm ot tm 


dt 
dy Dp (17:24) 


24- 20- 
J yar + ory. 
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记 cc 一 一 [ae(a 二 83 十 加) 十 28]， 
则 我 们 有 下 面 的 引 理 . 


引 理 17.2% 如 果 B=4D, 又 (5 一 ?+4ma 二 0，mb<<0, 或 
m= 二 0, 5 一 l, 4 >>0, 那 末 (17:8) 的 分 界线 结构 

1) 当 a(a+05 十 m) 十 25 一 0 时 , 与 图 1 12 同 肚 ; 

2) 当 Bla(a+b6 十 m) 十 20 过 0 时 与 图 17.8 同 凸 ; 

3) 当 Bfal(g+b6+m) +2063]>>0，a(g 十 55 十 m) < 过 0 时 与 图 
17.9 同 胚 ; 


图 17.8 图 17.9 图 17.10 


(a) 


404 
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4) 当 a(g+05+m) >0 时 与 图 17.11 


间 胚 ; 
5) 当 & 十 56 十 m 一 0 时 与 图 17.10 或 
17.13 同 胚 . 
【证 】 先 考 虑 oc=0 的 情况 .这 时 
图 17.132 a (oatb6+m)=—206 方程 (17.24) 可 写成 
dz 2b-, 2603- ,-, 一 ~ 
GB s+- yt mry, 
dy 226- 26- 一 号 一 人 
dB BY 十 ozg，， 
20 
3 | 志 一 
jw 5 ) | Al 十 FY 
2 0 2 .02” ? 
Ba ma Ba mW 


(0) (a) 
图 17.13 
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ow _, ] 
dt 
di 2 可 _8B8 
-1-0 
+b) +D BamD 
Tt uol1 20 D+ tio) wtolw) | 


上 


mab v1 — 了 0 本 maB 


Dp 5 utolw) |， 


(17 :25) 
由 此 可 知 , O 是 高 阶 退 化 奇 点 , 故 (17.25)， 从 而 (17 8) 的 分 界线 
结构 与 图 17.12 同 胚 ， 

当 m=0, i=6, 0>0 时 B=a+b6, D=0, (xc 十 26) 一 
4 ”再 由 条 件 o=0 可 得 a=b, 6== 一 3, B= 一 2g， 而 (17.25) 可 
写成 

Wu _, 针 ww — bm +3 bu, 


0' 仍 是 高 阶 退 化 育 点 , 故 (17.8) 的 分 界线 结构 与 图 17.12 同 肥 . 
其 次 设 oc 天 0， 对 方程 (17.24) 施行 变换 


vB 二 全 = 一 7 (oth +m)y, 
便 得 
人 -oa & (Kg 二 站 二 加) [2c (02 十 有 十 到 me 1 
do 20Bo” 
+ tla tbd+m)B 
~—2b0(0+mo) wr | 
W(t btm) [(@+b8+m) (Bo+2)) 
+4mb]1w* 十 20D or 十 一 一 [(c 十 06 二 2) (bBo 
Baos Bb Bo 
十 2 万 士 2810 +4mb] wy : 


(17 .26) 
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再 施行 变换 
"oy yy, Hi 
册 一 志 ， yy 和 dr 人; 
则 (17.26) 化 为 
二 二) (GBo+2D+20D | 
十 437720 | wv 十 一 一 一 一 i (g++ bd+m) [CC 士 06 十 72 
x (cB+2D +4dmoblr = Pa(u, 9), 
dp 六 ,3 1 
—2b0 (0 +m0) |] 一 一 一 一 -一 7 — (vt 08+ m) 
x 200D+D +BI v=2+ Qu, 9), J 
(17 .27) 
由 2 十 Qs 9) ==0 可 解 出 
- __.bD ,s 9 
pW = a VW +o ), 
代入 (17.27) 的 第 一 个 方程 , 得 
由 (二 Pa 9 ) 一 hao (17 :28) 
. 26D 
中 d= Boor 


改 0 是 半 散 结扎 。 

当 m= 二 0 时 上 述 论 断 仍 然 成 立 . 

不 妨 设 2>0, 否则 在 (17.8) 中 把 wz, y 改 号 即 可 ， 由 8B 一 4D 
可 得 

Mi01 一 荆 一 一 二 4a 十 05 十 加) (17 .29) 

注意 到 在 B83>4D 的 条 件 下 ,， 当 8B>>0 时 ws 二 v1 过 0; 而 当 B 
0 时 0 过 zs 过 wr， 故 由 B23 二 4D 恋 到 户 =4D 时 如 果 了 >0( 一 
0)， 则 高 次 奇 点 是 由 鞍点 和 它 左 ( 右 ) 方 指标 为 十 上 的 初等 奇 氮 复 
合 而 成 的 . 
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现在 考虑 Bla(la 十 55+m) + 上 209]<0 的 情况 ， 如 果 we 十 16 
十 Mi) 十 202 一 0 则 妃 >0 glg 十 56 十 m) < 之 0, 故 必 有 吕 <0; 否则 当 
mm 一 0 时 a8 二 0, 但 又 有 coO>0, 这 是 不 可 能 的 . 于 是 wg>0 而 4 十 
b6+m<0， 由 (17:29) 知 0 是 由 图 17-5 中 的 鞍点 和 它 左 方 指标 
为 十 1 的 初等 奇 点 复合 而 成 的 ， 又 由 《17:28) 知道 0” 附近 的 双 则 
域 包 食 负 v 轴 (这 时 人 4 二 0)， 回 到 xO”y 平面 知 0 是 由 图 
17.5(w) 中 的 贰 点 和 它 左 方 指标 为 十 1 的 初等 奇 点 复合 而 成 的 . 
仿 此 可 证 浴 &(4 十 86 土 m) 十 22830， 则 0* 是 由 图 17.4(@) 中 的 鞍 
把 和 它 右 方 指标 为 十 1 的 初等 奇 点 复合 而 成 的 ， 在 两 种 情况 下 ， 
(17.8) 的 分 界线 结构 都 同 胚 于 图 17…8. 

其 次 , 考虑 Blalg 二 06 十 m) 十 20>>0， g(a 十 56 十 m) <0 的 
情况 .如果 这 时 gc(a 十 内 十 Mo) 十 2 的 >>0 则 B>0, 于 是 mw<0， 0 
是 由 图 17.5 中 的 鞍点 和 它 左 方 指标 为 十 1 的 初等 奇 点 复合 而 成 
的 ， 但 由 于 4 过 0， 所 以 0” 附近 的 双 曲 域 包含 正 * 轴 ， 这样, 在 
z09 平面 上 ，0” 是 由 图 共 -5(Q) 中 的 鞍点 和 它 左 方 指标 为 十 1 的 
初等 奇 点 复合 而 成 的 ， 仿 此 可 证 若 5(4 十 2 十 ma) 十 253<<0, 则 人 
是 由 图 17.4(d) 中 的 鞍点 和 它 右 方 指标 为 十 1 的 初等 奇 点 复合 而 
成 的 。 在 两 种 情况 下 , (1 38) 的 分 界线 结构 都 同 胚 于 图 17.9. 

第 三 ， 考 虑 4(4 十 9 十 mmr) >0 的 情况， 这 时 ac(E& 二 DG 二 oo) 十 
263>0, m<0, 姻 一 < 十 8 十 加 一 320 由 (17.29) 知 道 0: 是 由 图 
17.4 中 的 远 点 和 它 左 方 指标 为 十 1 的 初等 奇 点 复合 而 成 的 ， 所 以 
(17.8) 的 分 界线 结构 与 图 17.11 间 胚 . : 

最 后 , 者 4 十 66 十 mw 一 0， 则 m< 达 0， 否则 必 有 B=0,， 这 是 不 可 
能 的 . 于 是 已 >0， 


人 
lA 


是 积分 直线 . 如 采 g++b5+m 是 由 小 于 零 变 为 零 ， 则 0* 是 由 图 
17.6 中 的 获 点 和 它 左 方 指标 为 十 1 的 初等 奇 点 复合 而 成 的 ， 所 以 
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(17.8) 的 分 界线 结构 与 图 17.10 同 胚 ， 如果 4 十 站 十 和 mo 是 由 大 于 
零 变 为 零 ， 则 C 是 由 图 17.4 中 的 鞍点 和 它 左 方 指标 为 十 1 的 初 
等 奇 点 复合 而 成 的 , 故 〈17 8) 的 分 界线 与 图 17.13 同 胚 ， 引 理 证 
现在 转 而 讨论 极限 环 问题 ， 首先 我 们 看 到 ， 当 18| 关 2 时 ， 
(17.8) 唯 一 的 指标 十 的 初等 奇 点 是 结 点 ， 所 以 (7 8) 不 存在 极 
限 环 , 故 可 设 1 引 <2. 在 此 条 件 下 ， 如 果 ca(c 十 四 十 mm) 十 222 关 0， 
那 末 如 >0, 否则 , 作 


~J— 7 
V=y po 
2 _ 2a-B 
其 中 07; yo 一 万 * 
得 
|- >) = [(4—6°) 06°+ (G+m) zs(z+ 0), 
dz - My i 
dt |z-0 至 (+58+m) dt |y-0 Ar + zo), 


当 B<0 时, zo>>0.。 于 是 (17:24) 的 部 分 分 界线 结构 如 图 17.14 
\ 所 示 ( 此 图 对 应 于 a>0 的 情况 ), 这 是 不 
可 能 的 . 因为 图 中 阴影 扇形 上 无 奇 点 ， 
th 从 半 鞍 结 点 (0, 0) 出 发 的 轨 线 当 1-> 
二 oo 时 又 不 能 跑 出 该 遍 形 . 
这 样 ， 在 1 引 <2 的 条 件 下 ， 引 理 
17.2 的 条件 2) 与 3) 实际 上 可 以 分 别 写 
图 17.14 成 
2) g(at+b6+m)+20<0, B>O, 
3) a(g+0b6+m)+206>0, B>0, a(ga+b6+m) <0, 
现在 不 难看 出 , 在 2), 3') 以 及 引 理 17 .2 1), 5) 的 条 件 下 有 
m0， 因此 在 讨论 极限 环 的 存在 性 与 个 数 时 , 在 上 述 情况 下 都 可 
以 假定 公关 0， 实 际 上 , 对 方程 (17.:8), 如 果 m=0, 则 极限 环 的 唯 
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一 性 早 在 [226] 中 就 得 到 证 明 , 这 在 $ 15 中 已 经 提 到 过 . 
由 于 可 设 5>0, 故 m<0, 为 了 方便 起 见 还 可 设 m 一 ~1， 于 
是 (17.8) 可 以 写成 


ytavtle wy, Yel+avtby). (L730) 


定理 17 .2 中 的 有 和 界 性 条 件 (1) 以 及 (17:8) 有 两 个 有 限 远 奇 所 
的 条 件 B=4D 可 以 分 别 写成 


(一 六 ”一 4c， b>0, (17.31 ) 
(g++b6+1)=4(2+0), (17 .32) 
而 引 再 17.2 中 的 条 件 1), 2), 3), 5) 可 以 分 别 写 成 

a(a+06— 1) +2b?—0, (17.83) 
a(g+066—1)+206”<0, a+66+i>0,， (17.84) 

a(a+066—1)+26°>0, a(g+66—1)<0, B>0, 
(17 .85) 
5 十 6 一 1 一 0. (7.36) 


定理 17.3 满足 条 件 (17.31) 及 (17.32) 的 系统 (17.30)， 当 
0 一 5 一 2 日 (17.33)，(7.34) (1.36) 之 一 成 立时 恰 有 一 个 极限 
环 , 而 且 这 个 环 是 稳定 的 . 

[证 】 令 z=%, =1w3 十 5w 一 (1+%)y， 则 系统 (17.30) 化 成 

0 一 
ot " 
全 - 一 和 (人 十 co) (十 四) 一 bv (Ur 十 6z) 


二 
二 |5+(21+2z 一 人 2 十 了 


彰 作 变换 
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Ow bo (Iw+6) | 
dt (1+ on) 1+% / 
和 、 vw(lw+d) 7 oa 
最 后 , 令 
| ”9 十 (27 十 28 十 (二 008 7 
人 “十 | (1 二 8)” 2 
1 
dr i+w 
即 得 Liénard 型 方程 . 
dz ay 
a Y & to) ， 2)， (17 38) 
和 CT 十 DO 二 HT \ 
其 中 9g (%) -+ 1 
(27 十 DSS 十 (十 六 )s3 
“0 | 


显 见 zg(o) >0 当 zz#0 又 车 假 定 je) = 到 (四 ， 则 70) = -5 
<0， 这 时 
wb6++1 


orfw) | 1 i+ 2 化 
loa 0I (%) GD 


其 中 | 
W(2)= 本 人 十 区) (a+b8+1)s+ [f(a+bd+1) 


+ 4b) (gb8) 1 + 写 3a+60+1)s+8. 
(17 .89) 
由 (17.31) 与 (17.32) 可 得 
o>0, (gt+06—1)»~=465(—6), 

因此 1>65>0. (47 .40) 

由 于 6 之 0, 故人 7 30) 至 少 有 一 个 极限 环 ， 易 证 直线 x=1 是 
无 切 直 线 , 故 极 限 环 必 在 >> 一 1 的 区 域 中 ， 

现在 假设 (17.33) 成 立 , 则 (17.89) 中 的 全 (人 o) 呈 如 下 形式 ， 
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W(z) =(1 1 2)Z (2), 
2[ (24-+6) (a+66)-— 061 ， 
其 中 4 (2) — VT)% 十 5 二 275 十 


2 [C314 6g+ 568) — b] 
(w+ bd+1)? z 


容易 计算 2(z) 的 极 小 值 点 为 
QUITD) (Gtb5) 一 


十 - 


ob 二 1 ’ 

而 它 的 极 小 值 是 z 
Z (0) = L2H) Cat580) -bE 2+D) (ot53 1) +25] 

| CD 


故 一 《22+68) (gt+56 一 1) 十 25>>0， 又 因 


40+06) _ 20217+b) 
(a+66+1)” wp 十 工 


或 32(27+D (e+164+TD 一 4(1+5) 一 8(g 十 58 十 1)*, 由 此 推 得 


+5=0, 


(21+40b) (a+68) 一 0 一 0(0+68+1)">0. 


从 而 | Z(w) 之 L (vo) >0, 当 wz>> 一 1 时， 
a+bd+t+i \2 
rod (t+ 2 , 
If 是 坟 在 LF- 9 (%) (%+1)’ “> 
当 x 之 一 4 时. 


根据 8 6 定理 6.4 知 道 ， 素 统 (17.30) 恰 有 一 个 极限 环 ， 而 且 是 稳 
定 环 . 
其 次 , 如 果 (17.34) 成 立 , 则 4 十 65 一 4<0, 从 而 


» 
g++ 7 


因为 
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[6+ (214b)w+ (+Db) 


(g++066—1) 有 9 1) 
一 TO 人 [ctc 十 四 一 了 -2 909 天 07， 


故 40 十 分 一 2(37 士 人 (gc 十 58 二 人 十 S(c 十 13 二 13 一 0， 
或 4(14b) -2(27 十 人 (gc 十 13 十 了 十 48( 卫 十 略 到 0. 
这 样 就 有 


= 一 


oT 


bla+b6-1)>—20(—0). (17 .41) 
由 (7.89) 有 
W’(w) = +0) (at+b8+1)w+2[(g+b3+1) 


+ (+t) (etb8)1ls + (+bd+1), 


从 而 方程 下 (z) =0 的 根 是 


-2[(g+6b5+D)+GQ+b) (ot+55)] — V4d 
30+06) (0+b6+1) 


—2N(g+b6+1)+ G+b) (十 29)] 十 V4 
804+0) (xc 十 275 廿 酉 


其 中 4=4[(c 十 下 十 二 十 (G 十 办 (十 178)]3 
—960--06) (gt+ob6+1)>, 
先 假设 4>>0。 于 是 入 <ww<0, 县 WV(w2) 在 mi 与 3 分 别 取得 
极 大 值 酚 (ec) 及 极 小 值 杯 (za); 此 外 有 W (wa) <W (wi)， 
W (wa) ~ [Wotbd+l) + (+8) (a+b8)]2 
+6(g+bd+1)wat+d. : 


必 1 一 


V3 一 


考虑 $0) =3L(a+bd+l) + (+h) (6 十 16)]za 
二 Se 二 D3S 二 TDz 二 S 
Un = 3 [6+b3+) + (th) (a+ 68)]z 
+5(gt+b8+1). 
”在 条 件 (17.35) 之 下 此 不 等 式 不 成 立 ， 
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方程 业 (2) =0 的 根 为 


36(g+066+1) 
2(at+od+1) + + (ot+60)]’ 
而 由 (2) 在 w=wo 取得 极 小 值 . 


(zo) = 3 (4C 十 06 十 1)vo 十 8 


S014 0 4) ade) 3 十)] 
latod+ 1 + Ot) otod) 
由 于 QQ 一 .8) >0, 故 有 一 580 十 dg 二 一 Ca bo) 从 而 
上 (十 00 二 1) 十 (十 OCTD9) -350 +0) 
> 十 (CC 十 6) (27 十 0 一 383 人) 一 (CC 十 856) -lw+ 6556—1) 


0 一 : 一 


>0, 
所 以 丽 (ca) 一 由 (ca) > (%2) >0. 

此 外 友 (- 攻 = 立 GC-5) 十 15) + 直 (1-6) 
+ (上 38 一 1 

根据 (17.41) 有 


W(~l)>5(1—8) (e+68) + 二 8) —a(l—8) 
~ (0) (ot+358+1)>0. 


现在 如 果 4<0， 则 玉 (w) 是 zz 的 单调 增 区 数 ( 当 4%>> 一 1), 且 
W( 一 1) >0， 因 此 , 不 论 在 哪 一 种 情况 下 都 有 
W(w)>0 当 xz> 一 | 


于 是 各 [5 ]>0 当 v2> 一 1. 


根据 $6 定理 6.4 知道 ， 系 统 (17.80) 恰 有 一 个 极限 环 , 而 有 旦 是 稳 
定 环 . 

最 后 ， 如 果 (17.36) 成 立 , 则 1=5>0, g++b5=1, 二 0 二 1= 
2， 这 时 


414 极 限 环 论 
ff(0)=—6<0 
而 (17.39) 变 成 
W(2)= -6 + (36+0) +30r+6 
~ (w+1)[0+6)2 +262+0]. 
由 于 
4A=46°—46(0+6)= —466<0, 

履 玉 (zc) >0 当 2z> 一 1 于 是 如 前 可 得 极限 环 为 唯一 的 结论 ， 且 
此 环 为 稳定 的 ， 定 理 证 毕 . 

注意 ， 本 定理 要 求 条 件 (17.32) 成 立 ， 故 对 固定 的 gg，6, i 只 
能 有 一 个 6 的 值 ， 所 以 定理 的 结论 并 不 能 保证 方程 (17.30) 对 
0<0<2 中 的 一 切 6 都 存在 极限 环 ， 

如 前 所 述 , 当 |6| 之 2 时 , (17.8) 已 不 存在 极限 环 , 因此 只 需 在 
15| <2 的 条 件 下 来 讨论 极限 环 的 不 存在 性 . 

定理 17.4 满足 条 件 (17.31) 及 (17.32) 的 系统 (17.80) 当 
5<0, 且 (17:33)，(17:34)，(17.36) 之 一 成 立时 不 存在 极限 环 . 

【证 】 这 里 只 证 (17.34) 成 立 的 情况 ， 其 余 两 情况 与 此 类 
似 ， 先 设 3 二 0， 这 时 


ma 一 本 [mm CC 十 作 ) -2(b+27)]= -to(b+2D)] <0, 


即 (17.30) 的 初等 奇 点 是 稳定 的 一 阶 细 焦点 ， 因 此 如 果 存 在 极限 
环 的 话 ， 必 为 偶数 个 ; 而 且 这 些 环 应 位 于 区 域 z>> 一 1 中 .但 现在 
(17.39) 中 的 到 (wo) 成 为 

r= DrDe [et At tat ] 
而 447 441) 成 为 (Ge 一 了 > 一 2cz 从 而 


2 人 (gc 十 1) -二 CO) 


GT 于 DC 二 1 


| 
-TCF a+1) +2al+b(a—1)] 
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VC 十 十) 
” (+6) CEs tb 


因 考 W(%) > 二 (C+) (a+1)w (s+1)>0, 72>—1, 


即 系统 (17.80) 至 多 具有 一 个 极限 环 ， 这 一 矛盾 说 明 (147:30) 无 极 
限 环 . 

其 次 考虑 一 2 过 8<<0 的 情况 .这 时 (17.80) 的 初等 奇 点 (0, 0) 
为 稳定 粗 焦 点 ， 同 前 , 若 存在 极限 环 ， 必 为 偶数 个 ， 且 它 们 应 位 于 
区 域 z> - 工 中 . 下面 分 1 二 8 和 0 与 ?二 2>0 两 种 情况 来 讨论 . 

(一 ) -+2D<0 的 情况 记 一 y 一 了 (sw) 二 Pls, Y),，9 (o) = 
Q(z, 四 ,其 中 五 (w) 与 9I(o) 的 意义 如 (7.38) 所 示 , 今 设 (17:30)， 
从 而 (17.38) 存 在 极限 环 , 并 设 蔗 是 其 中 的 任 一 个 , 那 末 

DD p ( (如 +- 如) J p CHD + 2+ +o 


->0., 


r (1+2)’ 
-中 Vr) 7 
TT 
其 中 V(r)= +0)0 + (2t+0)%+6, 


如 果 ! 8=0 则 由 (17:40) 知 V8) 一 I 二 Si 愉 w 二 1) 一 履 一 5) 过 0 
当 w%> 一 时. 如果 1+8<0， 《4z) 的 极 大 值 点 为 


375 
30D ta 可 


由 于 4% 十 66 一 1 过 0, a 十 588 十 1>0, 所 以 


—2 
w+bd+1 


此 外 , 六 (一 1]2)= 一 QQ 一 6) < 之 0。 这 说 明了 族 (w) <0 当 ww 过 一 时， 从 
而 D<0 当 ww> 一 1 时. 即 系 统 (17.30) 至 多 只 有 一 个 极限 环 , 这 和 
存在 偶数 个 环 的 说 法 了 矛盾， 

(二 ) ?二 >0 的 情况 . 

先 设 (22+ 中 (4 十 6 十 1) 一 +0) 才 0， 又 设 是 (127.:30) 的 
任 一 极限 环 , 7” 是 系统 (17:38) 的 对 应 于 二 的 极限 环 , 则 


wo 一 -一 所 一 1 


二 -一 一 必 一 二 
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D= $( (和 + 久 - 
TA 


-和 (2 0 -一 让 
(和 下 Oy dr 0 十 06 十 十 go)ar 


人 ww) dr 
I (2 十 二 3 
其 中 
加 时 六 2 十 0 
wz) 一 (CC 十 028 十 1)03 +(27+5— 二 w+ 
这 时 
TT 2 0 
4 X 十 0 二 
而 
L 一 二 一 一 -一 < 一 一 [一 (G4 B841) + B04b)] 


多 7 


7 一 人 1 


= 一 开 C 一 3) (一 由 二 3) 一 0. 


因此 了 <0 当 xz> 一 .这 说 明 方程 由 730) 至 多 只 有 一 个 极限 环 ， 
而 这 也 就 说 明 (17.30) 实 际 上 不 存在 极限 环 . 
其 次 , 如 果 (27 十 妈 (e 十 18 上 4 了 一 C 二 及 >0 则 到 上 >>0 而 


D = ( 人 + )dr 


- (外 Be)dr— (QLD, 9dr 
-中 (z+1)? dr, 
其 中 K(s)=— (9140 05+ao)r+ [C+2) 
— (21+0) (+6061 + 8, 


| 2[(21 十 仿 (G+ b+1) ~ (I+) 
X=0 与 一 —3(21+6) WW+a) 


分 别 为 = 大 (w) 的 极 大 值 点 与 极 小 值 态 ， 并 且 大 (za) < 人 (1) 
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一 6<0， 容 易 计算 

K(-1)=(-6)[021+b) -1], 
由 于 
1 -b5 


3 (G+b8+1) —b8—1—268—5(a+b6—1) (63—1) 


0< 


-I 一 206 一 二 (ac 二 893 一 D? 十 去 ga(a 二 83 一 


=1—2b8-2b(1-8) + oat+b—1) 
<1-205—204255-— b=1-b(b+2D, 
故 太 ( 一 1) <<0, 从 而 D<0 当 z> 一 二 如 前 可 知人 47 830) 不 存在 极 
限 环 , 定理 证 毕 . 

TI 有 一 个 有 限 远 奇 点 的 情况 . 

当 0 一 0 时 系统 (17.8) 有 一 个 有 限 远 奇 点 的 充 要 条 件 是 mm 十 
a 一 0, 1 十 m6 天 0， 如 果 25 二 0, 则 由 (17.14) 知 道 (17.8) 有 一 个 有 限 
远 奇 所 的 充 要 条 件 是 B*<4D 或 B==D=0。 考虑 到 定理 17.2 的 
有 界 性 条 件 , 便 得 
引 理 区.3 满足 下 列 条 件 之 一 的 方程 (17.8) 的 分 界线 结构 
是 具有 一 个 无 限 远 鞍点 和 一 个 有 了 有限 远 焦点 或 结 点 的 有 界 系统 

(1) B=m+o=0, P+4ma<0, mVU+med) <0; 

(2) m=0, b=1, eb>0, (g+b6)’<405, 

(3) -nt+4ma<0, mo<0, BP<4D. 

其 中 B,D 的 意义 如 (17.14) 所 述 . 
对 于 引 理 17.3 中 的 情况 (1 有 下 面 的 结果 ， 
定理 1?.5 在 引 理 17.3 的 条 件 (1) 之 T?, 系统 (7.8) 当 


0<8<-— 
1 


时 恰 有 一 个 极限 环 , 且 为 稳定 环 ; 而 当 


1) 不 仿 设 名 >0 <0 从 而 当 8=0 时 123=3527 一 0。 
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时 不 存在 极限 环 . 
证 明 不 难 , 作为 习题 . 

“对 引 理 17.3 的 情况 (3) 只 能 得 到 局 部 的 结果 , 即 当 0< 15|< 和 1 
而 取 适 当 符号 时 (0, 0) 附近 存在 唯一 的 极限 环 ， 而 对 情况 (2)， 
由 $15 提 到 的 [226], 可 知 只 要 m=0, (a+86) 二 和 就 可 保证 奇 
点 的 唯一 性 和 极限 环 存在 时 的 唯一 性 了 . 

用 [248] 原来 的 方程 来 研究 有 界 二 次 系统 的 极限 环 问题 的 还 
有 [252] 和 [253]。 在 [2481 中 已 证 明 ; 凡 可 能 具有 极限 环 的 有 办 二 


次 系统 都 可 写成 
空 - anuj tay 十 2， 错 一 0210 十 0aoy 一 2 十 CU ， 
017 .42) 
其 中 诸 系 数 满足 下 列 条 件 之 一 : 


(i) le|<2, on<0,; 

(ii) |e| 天 2，aii 一 aia 十 Co 一 0，ais 尖 0，caoil 十 caa<<0. 

[252] 得 到 若干 保证 (17.42) 最 多 存在 一 个 极限 环 的 充分 条 
件 ， 但 当 (17 人 2) 被 化 为 178) 的 形式 时 ， 其 结果 便 和 本 节 前 面 已 
介绍 的 [250| 中 的 第 果 的 一 部 分 相 重复 . 

[253] 是 杨 信安 在 [250] 以 前 的 工作 , 其 中 (也 用 [248] 的 记号 ) 
证 明 :， 具 两 个 有 限 远 奇 氮 ( 其 一 为 退化 高 阶 奇 点 ， 满 足 上 述 条 件 
i) 以 及 Qa1 达 0，@11029 一 Q123921，Q11 十 W232 一 0) 的 有 界 二 次 系统 当 
coil 十 gai>0 时 有 且 仅 有 一 个 极限 环 ， 而 当 caa 十 aait 和 0 时 不 存在 
极限 环 . 


习 题 
1. 补 证 定理 17.4 中 余下 的 两 种 情况 ， 
2. 给 出 定理 17.5 的 详细 证 明 ， 
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3， 证 明 yy 


di Aart 
有 无 界 解 [249]. 
4. 证 明 y+2y, HY wy tr tary 
有 无 务 解 [349]. 


~、 a 
39， 证 朋 QT 12Y, -二 =a917 + 22Y + ba 


除了 Q22<0, az 夺 0 的 情况 外 ， 沿 着 任 一 轨 线 若 1 可 延 拓 到 十 <， 则 此 轨 线 
必 为 有 务 1249]. 
6. 试用 (17.32) 推出 (+bo 一 起- 一 4 一 0)， 再 用 这 两 等 式 证 明 
《1 40) 后 面 第 四 行 的 等 式 : 
[oo 十 (2 十 DD)Z 十 (十 D)2 ] . -2 


如 二 四 由 十 1 


一 -1) 
Ca [ata+25+1)+20], 


bat+bd+ 1) 
7. 试 将 本 节 关 于 有 寞 二 次 系统 的 各 种 情况 分 别 化 为 L248] 的 各 种 情 
况 . 
3. 试用 BayTua 方法 证 明 : 对 有 界 系统 (17.8), 在 原点 外 图 有 可 能 出 现 
两 个 极限 环 , 但 U7:8) 不 可 能 以 (0, 0) 为 二 阶 细 焦点 ， 
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本 节 的 目的 主要 是 简单 介绍 最 近 在 新 到 的 期 刊 或 预 印 本 中 见 
到 的 一 些 有 关 极 限 环 理论 的 成 果 ， 同时 也 介绍 其 他 一 些 有 关 极 限 
环 的 研究 方向 , 在 时 间 上 来 说 不 一 定 最 新 , 但 其 内 容 不 能 包含 在 前 


面 十 七 节 的 标题 之 内 的 . 
I. 平面 多 项 式 系统 
在 [255j 中 作者 们 人 研究 了 方程 
ytle tmay, Ww(i+avt by), (1) 


假设 a 大 0, ml 一 a(0+20) =0, m5g, 
(ma? —ml?+2 at*) 地 0， 
则 (0, 9) 不 是 一 阶 或 三 阶 细 焦 点 ,也 不 是 中 心 ,而 是 真正 的 二 阶 细 
焦点 , 且 当 ”变动 时 它 有 可 能 改变 稳定 性 而 产生 极限 环 ， 他们 证 
明 : 当 
a a 
<0 或 > 写 


5 
时 (4D 在 全 平面 没有 极限 环 , 当 


| 
b ”mm 


而 1-15( 二 ) +0 
时 0 外 围 至 少 有 一 个 极限 环 , 但 无 围绕 其 他 奇 点 的 极限 环 ， 但 保 
证 极限 环 存在 的 ，:2 的 准确 变动 范围 是 否 为 0< 丘 < 万， 则 不 得 
而 知 . 

在 [256] 中 指出 [281] 并 未 能 完全 解决 开 类 方程 的 极限 环 的 
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集中 分 布 问题 , 同时 也 给 出 一 些 其 他 的 充分 条 件 , 从 而 扩大 了 [27] 
对 $14 方程 (14.5) 所 得 保证 极限 环 集中 分 布 的 5 的 变动 范围 ” 
但 仍 未 能 完全 解决 问题 . 

[257]，[293] ，[294] 都 研究 了 有 抛物 线 解 的 二 次 系统 是 否 有 
可 能 其 有 极限 环 的 问题 , 结论 是 肯定 的 。 由 此 可 见 , 情况 与 具 双 曲 
线 解 的 二 次 系统 不 一 样 [122] , 

[259] 证 明 . 当 人 参数 入 变动 时 方程 

oy Qt1) (Gaz 二 0 十 十 ww 十 久 十 4 十 苇 ) (2) 
dz 2y(avtby+e) +BOAD t+w+1) 
可 以 有 双 曲 线 , 抛物 线 , 实 椭 阅 , 点 椭圆 或 虚 椭 圆 等 各 种 形式 的 二 
次 代数 曲线 解 ; 但 如 果 (2) 存 在 极限 环 的 话 , 则 必 为 唯一 , 从 而 推广 
J [1 中 的 结果 . 


[260j] 研究 非 线性 振 葛 方程 
2 二 (ac 二 ywoa8 十 Bz 十 3z8 一 0 (3) 
的 相 图 与 分 支 曲 线 . 特别 , 他们 应 用 分 文理 论 指 出 这 个 方程 在 相 
平面 上 可 以 出 现 极限 环 的 @3 分 布 . 


[261] 继 [i830] 与 [260j 之 后 继续 研究 三 次 系统 


吧 -y 到-Qo 必 (4) 


的 闭 轨 线 的 一 般 性 质 ， 指 出 其 中 有 许多 性 质 是 二 次 系统 的 闭 雪线 
所 不 具备 的 , 并 严格 证 明 系 统 (4) 存在 GD 型 的 极限 环 分 布 ， 他 同 
时 又 研究 具有 九 个 奇 点 的 三 次 系统 


Fy, 用-Qa(o 9)， (5) 
证 明 它 存在 @ 型 的 极限 环 分 布 , 并 给 出 具体 的 数字 例子 。 又 给 
出 一 般 的 Liénard 方程 组 


由 见 $14( 一 ) 段 ,情况 2 最 后 的 脚注 , 


Fr YF, Br -9%) (6) 


存在 同时 包围 三 个 奇 点 在 其 内 部 的 极限 环 的 充分 条 件 。 
[2621 则 得 到 使 
yy = —g9(%)—f(%)Y (7) 
(其 中 f, 9g 为 有 理 函 数 ) 有 一 系 闭 轨 线 包含 三 个 奇 点 的 充分 条 件 ， 
并 证 明 此 时 位 于 闭 轨 线 内 部 的 鞍点 的 两 特征 根 的 绝对 值 应 该 相 
等 . 
[263] 首先 研究 了 含 两 个 参数 ,4 的 Hamilton 系统 的 扰动 


系统 
凶 - 和 -ppl y), 措 - Cg Y) 一 入) 
(8) 
当 0<<| zl 和 If 时 极 限 环 的 产生 情况 ， 然后 讨论 三 次 系统 
yer thy +o), 
dy (9) 


j= —Z(T +ay —d) -py( ls+ OX) 
的 极限 环 随 入 ,上 w 而 变化 的 情况 , 所 得 的 结果 较 [260| 及 [2641 中 的 
结果 为 佳 , 且 方 程 也 更 为 广泛 . 

应 该 指出 , 对 于 三 次 系统 的 分 枝 问题 的 研究 , 比 [260，264] 等 
更 早 一 些 已 有 [26 四 对 

: 2 一 4 一 (aza 二 Do3 十 co) ， 0 一 和 一 Xw 一 9 (10) 
的 有 趣 的 研究 工作 , 其 中 也 指出 ED2 型 极限 环 分 布 的 存在 性 , 并 作 
出 (Wo) 参数 平面 中 的 分 校 曲 线 . 


[266] 研 究 了 方程 
0 LS 
Ey yy Sad ID 


给 出 保证 存在 极限 环 的 十 分 简洁 的 充分 条 件 , 并 指出 [267] 中 的 定 
理 2 的 证 明 有 错误 ， 注 意 , 方程 (11) 较 [263] 中 所 研究 的 方程 
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v=—y, Y=——Yyfan(y) — rgan (2) 
更 为 广泛 . 
[269] 将 二 次 系统 的 极限 环 的 若干 一 般 性 质 推 广 到 与 具 实 系 
数 但 有 复 的 未 知 量 xz, 4 的 二 次 系统 


PPl, y), YQ(, y) (12) 
等 价 的 .四维 空 间 中 的 二 次 系统 . 
dz1 dx» 


Ot =P, (%, y), dt =—P,(%, y), 


YQ, Y), Qle, YW) (13) 


去 ， 这 里 =iva，Y 二 于 十 Wa， 了 Pr 了 与 Qr, 分 别 表示 
Po 9) 与 Q(w, 幼 的 实 部 与 虚 部 . 

[2701 用 不 变量 理论 对 齐 二 次 微分 系统 进行 分 类 ， 纠正 了 
[166] 中 的 错误 图 形 , 并 指出 他 们 的 分 类 法 是 不 独立 的 ， 

[27 避 得 到 使 %% 次 多 项 式 系统 


Py+tPo, WD), WstWytQs, Y) (Ih) 


至 少 存在 个 包含 (0, 0) 的 极限 环 的 充分 条 件 , 推广 了 [19, 20] 的 
结果 . 

[272] 证 明 ， 若 平面 多 项 式 系统 的 每 一 奇 点 (包括 赤道 上 的 奇 
点 在 内 ) 都 是 初等 奇 点 ， 又 它 在 Poinear6 半球 面 上 的 骨架 图 (由 一 
些 鞠 点 和 分 界线 所 构成 ， 其 中 每 一 分 界线 的 w 与 极限 集 都 是 圾 
点 ， 且 图 中 每 一 远 点 至 少 有 一 条 进入 它 的 分 界线 和 一 条 离开 它 的 
分 界线 ) 是 简单 图 ( 设 在 鞍点 P; 的 两 特征 根 为 <0< 入 ， 如 果 对 
图 中 所 有 远 点 P，…，Ps 而 作 的 数 


则 称 此 图 是 简单 的 ), 则 此 多 项 式 系统 只 能 有 有 限 个 团委 . 
在 上 述 论 六 的 基础 之 上 ，[273] 进 一 步 证 明 , 在 出 一 切 二 次 系 
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统 向 量 场 了 所 成 的 向 量 空间 Ya 上 存在 一 非 明 显 的 函数 R，2， 
-> 有 ,使 若 玉 EG 满足 (X) 产 0, 则 及 只 有 有 限 个 闭 轨 ， 应 指 
出 , 此 文中 有 几 个 引 理 早 已 在 [14] 中 就 被 得 到 了 . 

[27 和 证明; 在 二 次 系统 向 量 场 全 体 所 成 的 向 量 空间 2 中 存 
在 一 余 维 为 一 的 解析 子 流 形 S, 使 S 中 每 一 向 量 场 全 都 有 一 分 界 
线 环 包围 一 极限 环 ， 但 作者 认为 这 种 构图 迄今 未 被 人 们 所 发 现 过 
是 不 对 的 , 因为 在 $ 14 中 我 们 已 多 次 看 到 它 出 现 的 可 能 性 了 . 

[27 引 研究 了 第 一 个 方程 含有 两 个 二 次 项 的 开 类 方程 


y+ mey, YY yo (15 ) 


的 相 图 的 各 种 可 能 . 拓扑 结构 以 及 它 的 分 枝 曲 线 。 注意 , 不 同 于 
3 13 的 方程 (18.8)，(15) 有 可 能 存在 极限 环 或 分 界线 环 . 

此 外 ,研究 二 次 系统 的 文章 还 有 [126, 214, 295, 296,，29771. 

1I、 极 限 环 和 微分 方程 的 上 典型 积分 与 Darboux 积分 

在 苏联 从 五 十 年 代 中 期 开始 ,也 , 惠 . OTrpokoB, KK. C. Cu6npcrni 
和 M. B. AoxoB 等 利用 方程 


至 -Po DD， 弄 -Q 9) 《16) 
(P,Q@ 为 解析 函数 ) 所 对 应 的 一 阶 偏 微 分 方程 
P +Q 学- -0 | (17) 
的 轴线 提名 城中 清二 人 条 人 


[fl%, Wl:=0 (18) 
(其 中 s 是 7? 在 其 上 一 点 (zo，yo) 的 无 切 直 线段 4 一 to 十 ac，y 一 多 
十 bce，|c|<oco) 的 解 fo(x，) 经 过 一 切 解 析 延 拓 后 所 得 到 的 (一 
般 来 说 是 多 值 的 ) 解析 函数 /(z, 9) 为 工具 来 研究 多 重 极 限 环 的 分 
解 ，Darloux 积分 的 存在 等 等 问题 , 得 到 如 下 一 些 有 意义 的 结果 . 
设 .fo(zc， 急 沿 了 的 邻 域 向 一 定 方向 延 拓 一 周 后 所 得 的 函数 为 
fu(w, 胃 , 由 于 在 无 切 直 线段 8 上 有 
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[Pie 用],=oO= 袜 7 (19) 
(这 里 o(@) 就 是 Poinoar6 的 后 继 函 数 ), 故 由 解 的 唯一 性 知 有 
fi(%, Yy) = foly, Y)), / (20) 


晶 熟 知 的 是 
"re (P+ QD dt =exp| (P+ QA, 


(21) 
称 (17) 的 满足 条 件 (18) 的 解析 解 (ww, 9) 为 方程 (46) 关 于 闭 轨 线 
的 法 积分 ，。 熟 知 的 是 ; 存在 ?的 领 oe .使 在 其 中 或 是 
(fo) ~fo= (22) 
有 唯一 的 解 这 时 《上 是 \d6) 的 极限 环 ; 二 二 二 大 边 扣 全 于是 这 
时 了 的 邻 域 中 充满 者 财 轨 线 . 
[277，276] 证 明 :7 是 (16) 的 wm 重 极 限 环 ”, 当 且 仅 当 6) 存 在 
如 上 定义 的 站 次 积分 fo, 胃 )=c6， 其 中 f(z, 9) 在 /上 是 单 值 的 ， 
且 有 阶 数 %， 这 里 f(w, 9) 在 上 有 阶 数 呈 是 指 了 以 及 它 的 直到 
n 一 4 阶 的 一 切 偏 导数 都 对 二 有 周期 了 而 至 少 有 一 个 ” 阶 偏 导数 
对 t 不 是 周期 的 ， 由 此 易 见 这 时 (16) 的 任 一 积分 因子 w(w, 幼 在 
! 上 为 单 值 % 一 4 阶 和 解析 函数 ， 此 外 ,他 还 用 法 积分 为 工具 在 一 定 
的 条 件 下 解决 了 借助 于 摄 动 方程 


竺 一 PP 人， 四 十 Do o) ， Y= = QW(%, y) gt, y) (23) 


将 原 方程 (16) 向 多 重 于 分解 加重 环 的 问题 例如 [276j 中 证 明 ， 
阁 1 为 (16) 的 ww 重 极限 环 , 取 


ple, WD — 号 No YW), gle, W) = DBile, YW), 
mx(z, )，Ba(%, 的 为 解析 函数 ，)x 为 独立 小 参数 ， 那 末 不 论 P, 4 


也 ”这 里 设 ; 的 方程 为 2 一 pb， 一 Ya 对 二 有 周期 了 
2)” 即 在 (19) 中 有 位 于 7 一 ?3 一 人 To- 一 0 7n 守 人 


426 极 限 环 论 


的 取 法 如 何 , 1 最 多 可 以 分 解 为 (23) 的 nn 个 单 重 环 ，[2771 又 进 一 
步 证 明 可 取 p, 9 为 有 理 冰 数 , 使 上 述 结论 保持 不 变 ， 

[278] 弟 先 证 明 方 程 (17) 丰 在 实 的 解析 积分 , 其 第 一 和 和 弟 二 分 
文 满 足 最 简单 的 关系 ， 

Fi(s, Y) = Po(z, Yy)exph, (24) 

称 这 种 积分 为 典型 积分 ， 然 后 证 明 ; 

对 于 方程 (16) 的 单 重 极 限 环 l, 必定 存在 邻 域 SQ，s), 使 在 其 
中 方程 
cx 一 6 一 Po 路 (25) 


oo 十 By 一 0 (26) 

存在 唯一 的 单 值 解析 解 a(w, 9) 与 B(z, y)， 但 车 对 于 闭 轨 1 有 

”一 0， 则 这 种 a, 6 存在 当 且 仅 当 属于 SQ,，s) 的 方程 (6) 的 所 有 
轨 线 都 是 闭 的 . 

”由 此 可 见 a, B 的 存在 是 极限 环 为 单 重 的 特征 。 又 由 (26) 式 

以 及 


与 


1 下 oady — Bae 
可 知 w B 在 了 所 围 的 区 域内 部 必 有 奇 点 . 

对 于 满足 方程 (25) 但 不 满足 (26) 的 w 8，f278] 中 证 明 ， 

车 在 单 连通 域 S 内 存在 (25) 的 单 值 连续 可 微 解 a,p, 使 函数 
叱 十 及 在 好 内 保持 常 号 , 则 方程 (16) 在 G 中 没有 单 重 极限 环 ， 没 
有 使 Pt+Q, 一 0 的 奇 点 , 也 没有 中 心 点 ， 又 车 9 是 双 连 通 域 ， 则 
G 中 如 果 存 在 方程 (16) 的 闭 轨 的 话 ， 它 只 可 能 是 一 些 单 重 极限 环 
(如 果 其 内 部 也 含 于 G 中 )， 或 唯一 的 多 重 环 (如 果 它 包含 G 的 内 
境界 线 在 其 内 部 ). 

读者 易 见 以 上 加 于 w B 的 条 件 (2 四 与 (26) 和 $1 定理 1.13 
加 于 函数 用 (z, 分 ，W (w, 9) 的 条 件 有 些 类 似 ， 可 异 [278] 的 内 容 
过 去 不 很 被 国内 同志 们 所 注意 ,而 [378] 的 作者 对 我 国 关 于 二 次 向 
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分 系统 的 工作 可 能 也 所 知 甚 少 ， 彼 此 不 能 起 到 相互 促进 的 作用 . 

[279] 人 研究 极限 环 与 典型 积分 之 间 的 关系 , 证 明 ， 

如 果 曲 线 1 是 方程 (16) 的 % 重 ww 宝 2. 有限) 极限 环 ， 则 不 在 
在 与 1 相应 的 典型 积分 下 (zx， 急 去 常数 ;如果 是 \16) 的 单 重 极 
限 环 , 则 存在 与 ?相应 的 典型 积分 (多 值 ); 而 当 且 仅 当 了 的 某 一 邻 
域 SU, s) 被 (16) 的 闭 轨 线 所 充满 时 方程 才 存 在 单 值 典型 积分 . 

此 外 [2791 还 讨论 了 由 两 个 极限 环 所 围 成 的 区 域 中 的 两 个 典 
型 积分 之 间 的 关系 ， / 

[280] 讨论 过 著 点 的 分 界线 环 立 的 邻 域 中 是 否 存 在 典型 积分 
的 问题 , 得 到 替 干 与 [2791 中 类 做 的 每 果 . 在 这 里 以 


A AAOR AOE EACAOR AONLL 


代替 (21) 中 的 加 其 中 z= 由 人，g 一 由 全 是 五 的 方程 
[281] 研究 以 (0, 0) 为 中 心 的 多 项 式 系统 


名 -go WD, Wotgs,W, (27) 
假设 它 存 在 Darboux 积分 : 
TI 69 =-。 (28) 


1=1 


(其 中 B); 为 复 系数 多 项 式 ，BB; 为 复数 ， 且 当 j7 关 i 时 9B 与 @B 无 公 
因 式 )。 作 者 证 明 ， 若 此 时 (27) 还 存在 极限 环 ;， 则 7 必 为 实 代数 
曲线 的 闭 分 支 ， 此 环 是 结构 稳定 的 ， 又 确定 二 的 不 可 约 多 项 式 必 
含 于 (28) 中 。 若 ! 为 单 重 极限 环 ， 则 在 了 的 邻 域 中 存在 典型 积分 
F(z, y, 及 , 它 在 原点 的 邻 域 中 为 解析 ， 且 F(0, 0, 了 )0, 

[282] 研究 当 方 程 (16) 的 单 重 极限 环 1 内 部 包含 唯一 的 粗 焦 
点 时 地 所 对 应 的 典型 积分 的 表达 式 ， 又 证 明 :; 车 这 时 方程 有 
Darboux 积分 (28)， 又 有 极限 环 ， 则 过 粗 焦 点 只 有 两 条 代数 曲线 
解 ,它们 是 复 共 斩 的 . 

[283] 证 明 ; 大 方程 (16) 有 极限 环 b 其 内 部 包含 唯一 的 奇 点 是 
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结 点 0， 它 的 两 特征 根 之 比 不 是 整数 ， 则 (16) 不 存在 Darbouxz 积 
分 。 此 外 , 他 还 举例 说 明 [286] 中 的 猜测 “有 Darboux 积分 (28)， 
其 中 一 切 Bj《z3, Yi) #0 的 多 项 式 系统 的 全 体 所 成 之 集 在 有 中 心 
型 初等 奇 点 (2, 91) 的 多 项 式 系统 所 成 的 空间 中 币 密 ”是 错误 的 . 

L284j 证 明 .， 对 于 有 细 焦 点 的 多 项 式 系 统 (16)， 不 可 能 存在 
Darboux 积分 ， 且 方程 有 不 多 于 两 条 不 间 的 不 六 可 约 代数 由 线 解 首 
过 此 细 焦 点 , 它们 是 复 的 . 

[285j 研 究 具 有 形 如 


G= 上 Ge exp i =O | (29) 
(其 中 Bi, nn 一 般 为 复数 ， ;Ws 一般 为 复 系数 多 项 式 , 量 
v= W* 


3 三] 
k 
与 r=-]1 


之 间 不 是 函数 相关 , 诸 @; 之 间 无 公 因 式 , 诸 斌 ,之 间 无 公 因 式 ) 的 
Darboux 积分 的 多 项 式 系 统 (16) 的 ,与 前 面 各 文中 类 似 的 问题 . 
1. C. ATaMaHOB 与 B. I[. 3axapoa 曾 在 1976 年 证 明 ， 方程 
(16) 的 单 全 积分 因子 型 \w, 急 在 极限 环 7 附近 是 无 界 的 . [387] 进 
一 步 研 究 必 4z, 四 的 增长 阶 与 1 的 重 次 之 间 的 关系 . 
-由 于 近年 来 对 于 多 项 式 系 统 ， 特 别 是 二 次 系统 的 极限 环 的 理 
论 研 究 已 渐 趋 深入 ,我 们 认为 以 上 这 些 工 作 是 值得 注意 的 。 
IIl. 极限 环 的 方程 
对 于 人 为 地 造 出 来 的 方程 组 , 如 


这 一 4 十 2 十 咏 一 二 )， Wowty (+1), (30) 


我 们 不 但 能 写 出 其 极限 环 的 方程 ++ 二 1 而且 还 能 写 出 其 首次 
积分 ， 
2 + -1 2 2p"! 若 - 
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以 及 解 的 表达 式 。 类 似 的 例子 还 可 以 造 出 很 多 。 但 是 对 于 $811 


中 研究 过 的 二 次 系统 


P= yt+pBy+y) — (e+y 1), 


WY wawt+ By+y), 人 
我 们 就 只 能 写 出 它 的 极限 环 ( 当 y?>oa+ 3) 的 方程 ze 十 久 = 寺 和 
(32) 的 首次 积分 , 但 不 能 写 出 解 的 表达 式 ， 至 于 其 他 如 在 8 12 中 
研究 过 的 I 了 类 方程 ， 虽 然 我 们 已 用 定性 方法 证 明 其 极限 环 如 果 存 
在 的 话 , 必 为 唯一 , 但 却 连 极限 环 的 方程 也 写 不 出 来 . 
当 动 力 系统 的 极限 环 的 方程 能 够 写 出 来 时 ， 我 们 不 但 可 以 确 
定 它 的 准确 或 近似 位 置 ， 而 且 还 可 以 研究 当 极 限 环 因 微 分 方程 中 
的 参数 变动 而 消失 时 , 它 是 否 跑 到 二 维 复 空间 中 去 ，[269] 中 举例 
说 明 ， 这 种 情况 怡 如 实 系数 代数 方程 的 一 对 实 根 ( 因 系数 的 变动 ) 
趋 于 重合 而 消失 时 , 我 们 就 得 到 一 对 共 罗 g 复 根 一 样 , 在 实 平面 上 的 
极限 环 因 缩 向 内 部 的 奇 点 或 与 其 他 极限 环 重合 而 消失 时 ， 我 们 常 
常 可 以 在 二 维 复 空间 所 对 应 的 四 维 实 空间 中 的 其 他 二 维 平面 或 二 
维 积分 流 形 上 重新 找到 它 。 因此 ， 研究 极限 环 的 方程 看 来 是 一 个 
重要 而 有 兴趣 的 问题 . 
关于 这 个 问题 , 即使 对 于 人 所 熟知 的 van der Pol 方程 的 极限 
环 ， 过 去 人 们 也 只 限于 用 各 种 近似 方法 找 出 当 参 数 凡 很 小 时 其 极 
限 环 的 近似 表达 式 的 前 面 一 二 项 而 已 . [55] 首 先 注意 到 , 如 果 在 


By, 到 -一 HG xz0) (83) 


中 改写 上 为 L， 再 作 代 换 2 一 pw, y 一 /W， 而 得 ( 仍 记 wy 为 


2, Y) 

dv da 
WE 
则 此 方程 对 于 参数 1 已 构成 旋转 向 量 场 ， 对 于 方程 (84 来 说 , 当 


号 从 零 变 为 正 全 时 ， 极 限 环 是 由 原 避 改变 稳定 性 产 生 的 ， 而 不 是 


一 一 0 一 十 太 纺 (34) 
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象 (33) 那样 是 由 半径 等 于 2 的 圆 产生 的 . 
由 于 在 旋 半 回 量 场 的 完全 族 中 ， 团 狐 线 随 参数 的 变动 而 单调 
地 扩大 或 缩小 , 对 应 于 不 同 参数 的 方程 


至 -Po y, W, WA, y, 1) (35) 


折 亲 摇 线 不 相交 因此 , 在 闭 轨 线 运动 而 遗 盖 的 , 内 外 境界 都 会 
奇 点 的 区 域 G 中 , 可 以 定义 一 个 函数 上 42, y)， 它 在 点 (%, 2 的 值 
就 是 有 极限 环 通过 此 点 的 方程 (35) 所 对 应 的 凡 值 ， 而 凡 (z, = 
(80, Yo) 一 Lo 显然 就 是 (85)u。 的 一 切 闭 轨 线 的 方程 , 其 中 有 一 条 
是 通过 点 (we, go) 的 . [551 证 明 ， 当 (85) 中 的 卫 , Q@ 对 wv, y, pp 为 
连续 可 微 时 , 此 函数 j(w, 急 在 G 中 亦 为 连续 可 微 , 且 满 足 一 阶 所 
线性 偏 微分 方程 


QG wp D)) 和 E+ P(e, y, plo, -0 (86) 
最 后 在 极 坐 标 下 求 
四 让 一 > QC) pr 


(其 中 op) 为 2 的 2z 周期 函数 ) 形 式 的 ， 方程 (84) 的 极限 环 的 
方程 ,再 回 到 方程 (83), 得 到 (33) 的 唯一 极限 环 的 苦 级 数 形状 的 方 
程 为 ( 当 | 风 | 女工 时 为 收敛 ) 


了 


工 一 一 p 十 订 上 f On2ptsin4p)p 


1 (Seon6p + con4p+5c0029— 6)pr4 .0 

(37) 

[288] 在 也 ， QQ 对 zy, 为 实 解析 的 条 件 下 重新 获得 方程 

(36), 并 证 明 这 时 jw(w, 9) 在 G 中 也 是 实 解析 的 ， 此 外 , 他 还 对 方 
程 (34) 所 对 应 的 偏 微分 方程 直接 求 极限 环 的 形 如 


jo Pe, WF) + Pat Bat 
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的 v2, 9 J 得 到 


1 1 
= 二 2 ~ > 
Pls 十 ) B? YY B08 *Y 
148 sa 17 。 1 
ta YA” tA”Y 
385 5 3) 2 


回 到 方程 (33)， Wie 和 


0:- 一 玉 (2 二 后) 二 去 Ho5d 十 一 一 一 (gy +3 ww — 429 wg 


6 
+ +- (660 oo 一 Say) 十 … (39) 
[289] 与 [288] 独立, 对 与 83) 全 价 的 Rayleigh 方程 
和 
作 变换 2'= Hz, Y= jy, 得 到 ( 仍 记 ol， 4 为 2%, Y) 
Ye, yt (41) 
然后 设 ( 生 ) 的 极限 环 的 方程 为 =P 了 (w, 四 ,由 [55] 知人 (ww, 9) 
应 满足 偏 短 分 方程 
2 -9 上 az 一 全 ) -2 一 0 (42) 


假设 万 (w, 急 可 展开 为 宕 级 数 ， 

六 (zz 切 一 040 十 0 十 Ca 巡 十 Da00 十 Co + 
以 之 代入 (42), [2891 证 明 展 开 式 中 的 一 切 系数 都 可 唯一 确定 .并 
算出 直到 *, y em, 得 到 方程 


2 
AP 地 + To (9% 9 oy — 158 wy — 51 9) + | 
3 1 一生 a4 + 
T? vl (TT + 
=S1(%)+r yd2(L), (43) 


由 于 无 法 得 到 一 般 项 的 系数 表达 式 , 他 用 电子 计算 机 算出 直到 20 
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次 齐 次 式 的 各 项 系数 的 近似 值 ， 看 出 Si(4) 与 Sa(w) 似乎 分 别 有 

优 级 数 sh( 巡 十 的) 与 oh( 妨 十 儿 。 即 (级 ) 似 有 可 能 在 全 平面 收敛 ， 
[289] 还 发 现 (837) 式 左边 第 四 项 计算 有 错误 , 正确 的 结果 应 是 


-5 ( 训 一 6 
T0854 5 +C0s29 Boos4g 3 cog6ojp 


如 果 把 (37) 回 到 直角 坐标 , 则 正确 的 结果 应 是 ， 
O01— ST tyt [+t3 wy — 429 v0 Ht7z9 


8 
3401y+ Lo wy -4 " 


+ 十 L- sy + 
由 此 可 见 (89) 式 中 的 八 次 方 项 也 有 计算 错误 . / 
最 后 , 值得 指出 的 是 , 在 [290j 第 十 四 章 中 所 用 以 求 极限 环 的 
方程 的 1. B. KaxenE08 方法 ， 在 平面 旋转 回 量 场 族 的 情况 远 不 如 
以 上 所 介绍 的 待定 系数 法 来 得 简便 ， 此 外 ， 由 本 书 § 12 关于 I 大 


方程 的 定理 可 知 , [290] 第 十 四 章 $5 关于 方程 


衬 - 一 4/， 人 = w+ Lari 20y + or Gm + Wooy 


在 b=0 时 存在 极限 环 的 结论 是 错误 的 . 


oo 


和 = 和 一 
人 下 和 人 Se 


ha PA 
SRSESGSNSR 
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